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Kompressionsprinzipien

" Eigenschaften

" Lossless compression

" Originaldaten können 1:1 

wiederhergestellt werden

" Anwendung


" Texte

" Anwendungsdateien


" Beispiele

" Lauflängencodierung

" Huffman-Codes

" Arithmetische Codierung

" Lempel-Ziv-Codierung

" Eigenschaften

"	Lossy Compression

"	Informationsverlust wird bewusst 

in Kauf genommen

" Anwendung


"	Videokompression

"	Audiokompression


" Beispiele

"	jpg

"	mpeg

"	mp3


Verlustfreie Kompression Verlustbehaftete Kompression
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Datenkompression
" Codierung mit variabler Bitlänge


" I. A. kommen Zeichen nicht gleichhäufig vor. Idee: Codiere …

" häufig vorkommende Zeichen mit wenigen Bits.

" selten vorkommende Zeichen mit vielen Bits.

4

Wie können präfixfreie Codes 
mit dieser Eigenschaft 
konstruiert werden?
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Kompressionsalgorithmen (1)

5

a

12
31

b

6
31

c

5
31

d

4
31

e

4
31

! Codierung c1

a↦ 00 b↦ 011 c↦ 100

d↦ 101 e↦ 110

L = 2· 12
31 +3· 6

31 +3· 5
31 +3· 4

31 +3· 4
31

= 24
31 + 18

31 + 15
31 + 12

31 + 12
31

= 81
31 ≈ 2,61290

! Codierung c2

a↦ 00 b↦ 01 c↦ 10

d↦ 110 e↦ 111

L = 2· 12
31 +2· 6

31 +2· 5
31 +3· 4

31 +3· 4
31

= 24
31 + 12

31 + 10
31 + 12

31 + 12
31

= 70
31 ≈ 2,25806

! Codierung c3

a↦ 0 b↦ 100 c↦ 101

d↦ 110 e↦ 111

L = 1· 12
31 +3· 6

31 +3· 5
31 +3· 4

31 +3· 4
31

= 12
31 + 18

31 + 15
31 + 12

31 + 12
31

= 69
31 ≈ 2,22581

Abb. 4.13: Mittlere Codewortlängen
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Definition 4.5

Es sei X eine Datenquelle, die ihre Symbole σ1, . . . ,σn mit den
Wahrscheinlichkeiten p1, . . . , pn emittiert. Die gewichtete Summe

L(X ,c) ∶= n∑
i=1

pi li

heißt mittlere Codewortlänge. li ist die Länge des Codeworts c(σi).

Geht aus dem Kontext hervor, welche Quelle X bzw. welche Codierung
c gemeint ist, so schreiben wir anstatt L(X ,c) nur noch L(c), L(X) oder
schlicht L.

In Abbildung 4.13 sind die exakten Werte von L für unsere drei Bei-
spielcodierungen zu sehen. Die geringste mittlere Codewortlänge weist
die Codierung c3 auf; sie wird eine Nachricht, in denen die Symbole
mit den angegebenen Wahrscheinlichkeiten vorkommen, am stärksten
komprimieren.

Nachdem wir mit der mittleren Codewortlänge eine Maßzahl an die
Hand bekommen haben, mit der sich die Güte einer Entropiecodierung
quantitativ messen lässt, sind wir gut gewappnet, um die nächsten Ab-
schnitte zu meistern. Dort werden wir mehrere Verfahren betrachten,
mit denen sich eine Entropiecodierung für eine vorgegebene Datenquel-
le systematisch konstruieren lässt.

4.4 Entropiecodierungen

4.4.1 Shannon-Codierung

Eines der ersten Verfahren zur Erzeugung längenvariabler Codes ist in
der berühmten Arbeit von Claude Shannon aus dem Jahr 1948 beschrie-
ben. Wir wollen seiner historischen Bedeutung Rechnung tragen und
uns zunächst den Originalwortlaut ansehen:

„Arrange the messages of length N in order of decreasing
probability and suppose their probabilities are p1 ≥ p2 ≥
p3 . . . ≥ pn. Let Ps = s−1∑

1
pi; that is Ps is the cummulative pro-

bability up to, but not including, ps. We first encode into
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! Beispiel 1

a

1
2

b

1
8

c

1
8

d

1
8

e

1
8

i pi log2
1
pi

⌈log2
1
pi
⌉ Pi ∶=∑i−1

j=1 p j Codewort

a 1 1
2 1 1 0 = 0,000000 . . . 0

b 2 1
8 3 3 1

2 = 0,100000 . . . 100

c 3 1
8 3 3 5

8 = 0,101000 . . . 101

d 4 1
8 3 3 6

8 = 0,110000 . . . 110

e 5 1
8 3 3 7

8 = 0,111000 . . . 111

! Beispiel 2

a

12
31

b

6
31

c

5
31

d

4
31

e

4
31

i pi log2
1
pi

⌈log2
1
pi
⌉ Pi ∶=∑i−1

j=1 p j Codewort

a 1 12
31 1,37 2 0 = 0,000000 . . . 00

b 2 6
31 2,37 3 12

31 = 0,011000 . . . 011

c 3 5
31 2,63 3 18

31 = 0,100101 . . . 100

d 4 4
31 2,95 3 23

31 = 0,101111 . . . 101

e 5 4
31 2,95 3 27

31 = 0,110111 . . . 110

Abb. 4.14: Shannon-Codierung in Aktion

a binary system. The binary code for message s is obtai-
ned by expanding Ps as a binary number. The expansion is
carried out to ms places, where ms is the integer satisfying:

log2
1
ps
≤ms < 1+ log2

1
ps

.“

Claude Shannon [78]

Zunächst fällt auf, dass Shannon ganz allgemein von Nachrichten der
Länge N („messages of length N“) und nicht von Symbolen spricht.
In einem längenvariablen Code, wie wir ihn erzeugen wollen, wird je-
des Symbol mit einem bestimmten Codewort belegt. Setzen wir N = 1,
so erhalten wir das, wonach wir suchen: ein Verfahren für die Kon-
struktion präfixfreier längenvariabler Codes. In diesem Fall entsprechen
p1, . . . , pn den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Datenquelle ihre
Symbole emittiert.

Abbildung 4.14 demonstriert das Verfahren am Beispiel zweier Daten-
quellen mit dem Symbolalphabet Σ = {a,b,c,d,e}. Um die Codewörter

Claude Shannon, The Mathematical Theory of Communication, 19494.4 Entropiecodierungen 243
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Zunächst fällt auf, dass Shannon ganz allgemein von Nachrichten der
Länge N („messages of length N“) und nicht von Symbolen spricht.
In einem längenvariablen Code, wie wir ihn erzeugen wollen, wird je-
des Symbol mit einem bestimmten Codewort belegt. Setzen wir N = 1,
so erhalten wir das, wonach wir suchen: ein Verfahren für die Kon-
struktion präfixfreier längenvariabler Codes. In diesem Fall entsprechen
p1, . . . , pn den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Datenquelle ihre
Symbole emittiert.

Abbildung 4.14 demonstriert das Verfahren am Beispiel zweier Daten-
quellen mit dem Symbolalphabet Σ = {a,b,c,d,e}. Um die Codewörter
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Abb. 4.14: Shannon-Codierung in Aktion

a binary system. The binary code for message s is obtai-
ned by expanding Ps as a binary number. The expansion is
carried out to ms places, where ms is the integer satisfying:

log2
1
ps
≤ms < 1+ log2

1
ps
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Claude Shannon [78]

Zunächst fällt auf, dass Shannon ganz allgemein von Nachrichten der
Länge N („messages of length N“) und nicht von Symbolen spricht.
In einem längenvariablen Code, wie wir ihn erzeugen wollen, wird je-
des Symbol mit einem bestimmten Codewort belegt. Setzen wir N = 1,
so erhalten wir das, wonach wir suchen: ein Verfahren für die Kon-
struktion präfixfreier längenvariabler Codes. In diesem Fall entsprechen
p1, . . . , pn den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Datenquelle ihre
Symbole emittiert.

Abbildung 4.14 demonstriert das Verfahren am Beispiel zweier Daten-
quellen mit dem Symbolalphabet Σ = {a,b,c,d,e}. Um die Codewörter

Beispiel 1

Shannon-Codierung

Beispiel 2
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Kompressionsalgorithmen (2)
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Abb. 4.14: Shannon-Codierung in Aktion

a binary system. The binary code for message s is obtai-
ned by expanding Ps as a binary number. The expansion is
carried out to ms places, where ms is the integer satisfying:

log2
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Claude Shannon [78]

Zunächst fällt auf, dass Shannon ganz allgemein von Nachrichten der
Länge N („messages of length N“) und nicht von Symbolen spricht.
In einem längenvariablen Code, wie wir ihn erzeugen wollen, wird je-
des Symbol mit einem bestimmten Codewort belegt. Setzen wir N = 1,
so erhalten wir das, wonach wir suchen: ein Verfahren für die Kon-
struktion präfixfreier längenvariabler Codes. In diesem Fall entsprechen
p1, . . . , pn den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Datenquelle ihre
Symbole emittiert.

Abbildung 4.14 demonstriert das Verfahren am Beispiel zweier Daten-
quellen mit dem Symbolalphabet Σ = {a,b,c,d,e}. Um die Codewörter
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Abb. 4.14: Shannon-Codierung in Aktion

a binary system. The binary code for message s is obtai-
ned by expanding Ps as a binary number. The expansion is
carried out to ms places, where ms is the integer satisfying:

log2
1
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≤ms < 1+ log2

1
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Claude Shannon [78]

Zunächst fällt auf, dass Shannon ganz allgemein von Nachrichten der
Länge N („messages of length N“) und nicht von Symbolen spricht.
In einem längenvariablen Code, wie wir ihn erzeugen wollen, wird je-
des Symbol mit einem bestimmten Codewort belegt. Setzen wir N = 1,
so erhalten wir das, wonach wir suchen: ein Verfahren für die Kon-
struktion präfixfreier längenvariabler Codes. In diesem Fall entsprechen
p1, . . . , pn den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Datenquelle ihre
Symbole emittiert.

Abbildung 4.14 demonstriert das Verfahren am Beispiel zweier Daten-
quellen mit dem Symbolalphabet Σ = {a,b,c,d,e}. Um die Codewörter

Beispiel 1

Fano-Codierung

Beispiel 2

Wahrscheinlichkeitsbasierte Partitionierung der Symbolmenge

"	Ordne alle Zeichen in absteigender Auftrittswahrscheinlichkeit

"	Unterteile die Zeichenmenge in zwei Partitionen

"	Die Summe der Wahrscheinlichkeiten müssen möglichst ausgeglichen sein

"	Die erste Gruppe wird mit 1, die zweite Gruppe mit 0 codiert

"	Wiederhole die Partitionierung rekursiv für alle Gruppen mit ≥ 2 Elementen 
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Kompressionsalgorithmen (3)
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Abb. 4.14: Shannon-Codierung in Aktion

a binary system. The binary code for message s is obtai-
ned by expanding Ps as a binary number. The expansion is
carried out to ms places, where ms is the integer satisfying:

log2
1
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≤ms < 1+ log2

1
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.“

Claude Shannon [78]

Zunächst fällt auf, dass Shannon ganz allgemein von Nachrichten der
Länge N („messages of length N“) und nicht von Symbolen spricht.
In einem längenvariablen Code, wie wir ihn erzeugen wollen, wird je-
des Symbol mit einem bestimmten Codewort belegt. Setzen wir N = 1,
so erhalten wir das, wonach wir suchen: ein Verfahren für die Kon-
struktion präfixfreier längenvariabler Codes. In diesem Fall entsprechen
p1, . . . , pn den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Datenquelle ihre
Symbole emittiert.

Abbildung 4.14 demonstriert das Verfahren am Beispiel zweier Daten-
quellen mit dem Symbolalphabet Σ = {a,b,c,d,e}. Um die Codewörter
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a binary system. The binary code for message s is obtai-
ned by expanding Ps as a binary number. The expansion is
carried out to ms places, where ms is the integer satisfying:

log2
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Claude Shannon [78]

Zunächst fällt auf, dass Shannon ganz allgemein von Nachrichten der
Länge N („messages of length N“) und nicht von Symbolen spricht.
In einem längenvariablen Code, wie wir ihn erzeugen wollen, wird je-
des Symbol mit einem bestimmten Codewort belegt. Setzen wir N = 1,
so erhalten wir das, wonach wir suchen: ein Verfahren für die Kon-
struktion präfixfreier längenvariabler Codes. In diesem Fall entsprechen
p1, . . . , pn den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Datenquelle ihre
Symbole emittiert.

Abbildung 4.14 demonstriert das Verfahren am Beispiel zweier Daten-
quellen mit dem Symbolalphabet Σ = {a,b,c,d,e}. Um die Codewörter

Beispiel 1

Huffman-Codierung

Beispiel 2

Bottom-up-Erzeugung des Codierungsbaums

"	Erzeuge ein Blatt B für jedes Zeichen ai mit der Markierung M(B) := p(ai)

"	Wähle diejenigen zwei Knoten P und Q mit den geringsten Markierungen aus

"	Verbinde P und Q und markiere den Knoten mit M(P) + M(Q)

"	Wiederhole die Konstruktion bis der Codebaum vollständig aufgebaut ist




2.Codierungstheorie • Hochschule Karlsruhe • Prof. Dr. D. W. Hoffmann

Zusammenfassung

8
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Zunächst fällt auf, dass Shannon ganz allgemein von Nachrichten der
Länge N („messages of length N“) und nicht von Symbolen spricht.
In einem längenvariablen Code, wie wir ihn erzeugen wollen, wird je-
des Symbol mit einem bestimmten Codewort belegt. Setzen wir N = 1,
so erhalten wir das, wonach wir suchen: ein Verfahren für die Kon-
struktion präfixfreier längenvariabler Codes. In diesem Fall entsprechen
p1, . . . , pn den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Datenquelle ihre
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! Codierung c1

a↦ 00 b↦ 011 c↦ 100

d↦ 101 e↦ 110

L = 2· 12
31 +3· 6

31 +3· 5
31 +3· 4

31 +3· 4
31

= 24
31 + 18

31 + 15
31 + 12

31 + 12
31

= 81
31 ≈ 2,61290

! Codierung c2
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d↦ 110 e↦ 111

L = 2· 12
31 +2· 6

31 +2· 5
31 +3· 4

31 +3· 4
31

= 24
31 + 12

31 + 10
31 + 12

31 + 12
31

= 70
31 ≈ 2,25806

! Codierung c3

a↦ 0 b↦ 100 c↦ 101

d↦ 110 e↦ 111

L = 1· 12
31 +3· 6

31 +3· 5
31 +3· 4

31 +3· 4
31

= 12
31 + 18

31 + 15
31 + 12

31 + 12
31

= 69
31 ≈ 2,22581
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heißt mittlere Codewortlänge. li ist die Länge des Codeworts c(σi).

Geht aus dem Kontext hervor, welche Quelle X bzw. welche Codierung
c gemeint ist, so schreiben wir anstatt L(X ,c) nur noch L(c), L(X) oder
schlicht L.

In Abbildung 4.13 sind die exakten Werte von L für unsere drei Bei-
spielcodierungen zu sehen. Die geringste mittlere Codewortlänge weist
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komprimieren.
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Fano Huffman
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! Beispiel 1

a

1
2

b

1
8

c

1
8

d

1
8

e

1
8

i pi log2
1
pi

⌈log2
1
pi
⌉ Pi ∶=∑i−1

j=1 p j Codewort

a 1 1
2 1 1 0 = 0,000000 . . . 0

b 2 1
8 3 3 1

2 = 0,100000 . . . 100

c 3 1
8 3 3 5

8 = 0,101000 . . . 101

d 4 1
8 3 3 6

8 = 0,110000 . . . 110

e 5 1
8 3 3 7

8 = 0,111000 . . . 111

! Beispiel 2

a

12
31

b

6
31

c

5
31

d

4
31

e

4
31

i pi log2
1
pi

⌈log2
1
pi
⌉ Pi ∶=∑i−1

j=1 p j Codewort

a 1 12
31 1,37 2 0 = 0,000000 . . . 00

b 2 6
31 2,37 3 12

31 = 0,011000 . . . 011

c 3 5
31 2,63 3 18

31 = 0,100101 . . . 100

d 4 4
31 2,95 3 23

31 = 0,101111 . . . 101

e 5 4
31 2,95 3 27

31 = 0,110111 . . . 110

Abb. 4.14: Shannon-Codierung in Aktion

a binary system. The binary code for message s is obtai-
ned by expanding Ps as a binary number. The expansion is
carried out to ms places, where ms is the integer satisfying:

log2
1
ps
≤ms < 1+ log2

1
ps

.“

Claude Shannon [78]

Zunächst fällt auf, dass Shannon ganz allgemein von Nachrichten der
Länge N („messages of length N“) und nicht von Symbolen spricht.
In einem längenvariablen Code, wie wir ihn erzeugen wollen, wird je-
des Symbol mit einem bestimmten Codewort belegt. Setzen wir N = 1,
so erhalten wir das, wonach wir suchen: ein Verfahren für die Kon-
struktion präfixfreier längenvariabler Codes. In diesem Fall entsprechen
p1, . . . , pn den Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Datenquelle ihre
Symbole emittiert.

Abbildung 4.14 demonstriert das Verfahren am Beispiel zweier Daten-
quellen mit dem Symbolalphabet Σ = {a,b,c,d,e}. Um die Codewörter
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Wie gut sind die Codierungen?

Wie viel besser könnten die Codierungen sein?
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lnx

Abb. 5.3: Der natürliche Logarithmus wird
durch die Funktion x − 1 nach oben be-
grenzt. Lediglich an der Stelle x = 1 berüh-
ren sich die beiden Graphen.
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Beweis: Es seien l1, . . . , ln die Längen der Codewörter. Dann können wir
die folgende Umformung vornehmen:

∑
i

pi log2
1
pi
−L = ∑

i
pi log2

1
pi
−∑

i
pi li = ∑

i
(pi log2

1
pi
− pi li)

= ∑
i

pi(log2
1
pi
− li) = ∑

i
pi(log2

1
pi
+ log2 2−li)

= ∑
i

pi log2
2−li

pi
(5.1)

Aus der bekannten Ungleichung lnx ≤ x−1 (Abbildung 5.3) folgt

log2 x = log2 elnx = (log2 e) lnx ≤ (log2 e)(x−1),
womit wir (5.1) folgendermaßen abschätzen können:

∑
i

pi log2
2−li

pi
≤ ∑

i
pi (log2 e) (2−li

pi
−1)

= (log2 e)∑
i
(2−li − pi) = (log2 e)(∑

i
2−li −∑

i
pi)

= (log2 e)(∑
i

2−li −1) (5.2)

Da c präfixfrei ist, gilt nach Satz 3.1 die Kraft’sche Ungleichung

∑
i

2−li ≤ 1

Angewendet auf (5.2) erhalten wir

∑
i

pi log2
1
pi
−L ≤ (log2 e)(1−1) = 0

Hieraus folgt unmittelbar

∑
i

pi log2
1
pi
≤ L,

was zu beweisen war. ◻
Ein vergleichender Blick auf die Abbildungen 4.13 und 5.4 zeigt, dass
die mittleren Codewortlängen der auf Seite 242 aufgeführten Beispiel-
codierungen von der unteren Schranke

∑
i

pi log2
1
pi

(5.3)

Wird eine Nachricht durch ein
verlustfreies Kompressionsverfahren

verkürzt, . . .

|c(u)|< |u|

. . . so enthalten die inneren Ringe nicht
mehr genügend Bitsequenzen, um eine

Selbstabbildung zu ermöglichen.

�
?

Die Knappheit der Codewörter sorgt
dafür, dass es Nachrichten geben

muss, die verlängert werden.

|c(u
)|>

|u|

Abb. 5.2: Eine injektive Abbildung, die
ausnahmslose jede Nachricht verkürzt,
kann es nicht geben.
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Beachten Sie, dass sich die gewählte Formulierung auf Kompressions-
codierungen bezieht, in denen das Quellenalphabet und das Codeal-
phabet identisch sind. Auf andere Codierungen ließe sich das Ergebnis
sinngemäß übertragen, allerdings müssten wir dann genauer festlegen,
was eine Verkürzung bzw. eine Verlängerung in diesen Fällen bedeutet.

Damit sind wir in der Lage, präziser zu formulieren, was ein gutes
Kompressionsverfahren auszeichnet: Es muss gewährleisten, dass mög-
lichst alle der häufig vorkommenden Nachrichten verkürzt und ledig-
lich selten vorkommenden Nachrichten verlängert werden. Die bisher
diskutierten Codierungen haben genau dies geleistet: Substitutionsco-
dierungen werden für die Kompression von Nachrichten verwendet, die
viele, sich wiederholende Textfragmente enthalten, und funktionieren
in diesen Anwendungsszenarien exzellent. Entropiecodierungen verhal-
ten sich ganz ähnlich. Sie funktionieren umso besser, je typischer eine
Nachricht ist, d. h., je eher die einzelnen Symbole mit den Wahrschein-
lichkeiten vorkommen, wie sie von der Datenquelle im Durchschnitt
emittiert werden.
Am Ende dieses Kapitels wird die Erkenntnis stehen, dass es exakt die
typischen Nachrichten sind, die wir bei der Kompression beachten müs-
sen, und wir alle anderen in zunehmendem Maße ignorieren dürfen. Der
Fehler, den wir dabei machen, wird mit steigender Nachrichtenlänge be-
liebig klein. Dies wird uns in die Lage versetzen, die maximal mögliche
Kompressionsrate durch eine klar definierbare Schranke nach unten ab-
zuschätzen und die Güte von Kompressionsalgorithmen quantitativ zu
erfassen. An dieses genauso erstaunliche wie spannende Ergebnis wer-
den wir uns nun schrittweise herantasten.

5.2 Entropie, Information, Redundanz

Wir beginnen mit einem Satz, der uns eine wichtige untere Schranke für
die mittlere Codewortlänge L(c) einer präfixfreien Codierung c liefert:

Satz 5.1

Es seien X eine Datenquelle und p1, . . . , pn die Auftrittswahrschein-
lichkeiten der emittierten Quellensymbole. Dann erfüllt jede prä-
fixfreie Binärcodierung c die Beziehung

∑
i

pi log2
1
pi
≤ L(c)

Wie viel besser könnten die Codierungen sein?
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a

12
31

b

6
31

c

5
31

d

4
31

e

4
31

∑
i

pi log2
1
pi
= 12

31
· log2

31
12

+ 6
31

· log2
31
6

+ 5
31

· log2
31
5

+ 4
31

· log2
31
4

+ 4
31

· log2
31
4
≈ 2,17552

Abb. 5.4: Untere Schranke für die mittlere
Codewortlänge präfixfreier Codierung
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nicht allzu weit entfernt sind. Der folgende Satz untermauert, dass dies
nichts Außergewöhnliches ist: Für jede Datenquelle, ob gedächtnislos
oder gedächtnisbehaftet, können wir eine präfixfreie Codierung finden,
deren mittlere Codewortlänge um höchsten 1 größer ist als die angege-
bene Schranke:

Satz 5.2

Es seien X eine Datenquelle und p1, . . . , pn die Auftrittswahrschein-
lichkeiten der emittierten Quellensymbole. Dann gibt es eine prä-
fixfreie Codierung c mit der Eigenschaft

L(c) < ∑
i

pi log2
1
pi
+1

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass eine präfixfreie Codierung existiert,
deren Codewörter die Längenbeziehungen

li = ⌈log2
1
pi
⌉ (5.4)

erfüllen. (5.4) ist äquivalent zu den folgenden beiden Forderungen:

li ≥ log2
1
pi

(5.5)

li < log2
1
pi
+1 (5.6)

Aus (5.5) folgt −li ≤ − log2
1
pi
= log2 pi und hieraus wiederum

∑
i

2−li ≤ ∑2log2 pi = ∑
i

pi = 1

Das bedeutet, dass die gewählten Werte l1, . . . , ln die Kraft’sche Unglei-
chung erfüllen. Somit existiert nach Satz 3.1 eine präfixfreie Codierung
c mit den vorgegebenen Codewortlängen. Mithilfe von (5.6) können wir
die mittlere Codewortlänge L(c) dann folgendermaßen abschätzen:

L(c) = ∑
i

pi li < ∑
i

pi(log2
1
pi
+1)

= ∑
i

pi log2
1
pi
+∑

i
pi = ∑

i
pi log2

1
pi
+1

Damit ist die Behauptung bewiesen. ◻

! Datenquelle

a

12
31

b

6
31

c

5
31

d

4
31

e

4
31

H(X) = 2,17552

! Codierung c1

a↦ 00 b↦ 011 c↦ 100

d↦ 101 e↦ 110

L(c1) = 2,61290− H(X) = 2,17552

R(X ,c1) = 0,43738

! Codierung c2

a↦ 00 b↦ 01 c↦ 10

d↦ 110 e↦ 111

L(c2) = 2,25806− H(X) = 2,17552

R(X ,c2) = 0,08254

! Codierung c3

a↦ 0 b↦ 100 c↦ 101

d↦ 110 e↦ 111

L(c3) = 2,22581− H(X) = 2,17552

R(X ,c3) = 0,05029

Abb. 5.11: Redundanzberechnung
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Als Beispiel wollen wir die Entropie der Markov-Quelle aus Abbil-
dung 4.8 bestimmen. Das Zustandsdiagramm dieser Quelle besteht aus
drei Zuständen, für die wir, im ersten Schritt, die individuellen Entropi-
en berechnen müssen. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.9 zu sehen.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten PA, PB und PC gehen ebenfalls in
die Berechnung ein; sie geben an, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich
die Markov-Quelle in den Zuständen A, B bzw. C aufhält. Die Wahr-
scheinlichkeiten lassen sich zwar nicht direkt aus dem Diagramm able-
sen, dafür aber indirekt über die Kantenmarkierungen charakterisieren.
Abbildung 5.10 zeigt, welche Gleichungen dabei entstehen, und wie
diese in ein lineares Gleichungssystem übersetzt werden können. Das
Gleichungssystem lässt sich eindeutig lösen und führt zu dem folgen-
den Ergebnis:

PA = 1
3

PB = 16
27

PC = 2
27

Jetzt können wir die Entropie der Datenquelle direkt ausrechnen. Es ist

H(X) = PA ·HA(X)+PB ·HB(X)+PC ·HC(X)
≈ 1

3
·0,722+ 16

27
·1+ 2

27
·1,361 ≈ 0,934

Das bedeutet, dass die Datenquelle pro Symbol im Durchschnitt etwas
weniger als 1 Bit an Information emittiert.

Wir beenden diesen Abschnitt mit der Einführung eines letzten Begriffs:

Definition 5.4 (Redundanz)

Sei X eine Datenquelle und c eine Codierung. Die Differenz

R(X ,c) ∶= L(c)−H(X)
heißt Redundanz. Eine Codierung mit R = 0 ist redundanzfrei.

Ist X eine gedächtnislose Quelle, so ist die Redundanz nach Satz 5.1 für
jeden präfixfreien Code ≥ 0. Sie drückt aus, wie weit die mittlere Code-
wortlänge von der Entropieschranke entfernt ist, und eignet sich somit
als ein quantitatives Maß, um die Güte von Codierungen zu vergleichen
(Abbildung 5.11).

Dass die Größe R ihren Namen tatsächlich verdient, wird am Ende die-
ses Kapitels in voller Pracht klar werden. Dort werden wir das Ergebnis
in Händen halten, dass die Beziehung R ≥ 0 eine universelle ist: Sie gilt
für ausnahmslos jede Datenquelle X und jede Codierung c.
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31
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31
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31
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31
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R(X ,c1) = 0,43738

! Codierung c2

a↦ 00 b↦ 01 c↦ 10

d↦ 110 e↦ 111

L(c2) = 2,25806− H(X) = 2,17552

R(X ,c2) = 0,08254

! Codierung c3

a↦ 0 b↦ 100 c↦ 101

d↦ 110 e↦ 111

L(c3) = 2,22581− H(X) = 2,17552

R(X ,c3) = 0,05029

Abb. 5.11: Redundanzberechnung

308 5 Grenzen der Quellencodierung

Als Beispiel wollen wir die Entropie der Markov-Quelle aus Abbil-
dung 4.8 bestimmen. Das Zustandsdiagramm dieser Quelle besteht aus
drei Zuständen, für die wir, im ersten Schritt, die individuellen Entropi-
en berechnen müssen. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.9 zu sehen.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten PA, PB und PC gehen ebenfalls in
die Berechnung ein; sie geben an, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich
die Markov-Quelle in den Zuständen A, B bzw. C aufhält. Die Wahr-
scheinlichkeiten lassen sich zwar nicht direkt aus dem Diagramm able-
sen, dafür aber indirekt über die Kantenmarkierungen charakterisieren.
Abbildung 5.10 zeigt, welche Gleichungen dabei entstehen, und wie
diese in ein lineares Gleichungssystem übersetzt werden können. Das
Gleichungssystem lässt sich eindeutig lösen und führt zu dem folgen-
den Ergebnis:

PA = 1
3

PB = 16
27

PC = 2
27

Jetzt können wir die Entropie der Datenquelle direkt ausrechnen. Es ist

H(X) = PA ·HA(X)+PB ·HB(X)+PC ·HC(X)
≈ 1

3
·0,722+ 16

27
·1+ 2

27
·1,361 ≈ 0,934

Das bedeutet, dass die Datenquelle pro Symbol im Durchschnitt etwas
weniger als 1 Bit an Information emittiert.

Wir beenden diesen Abschnitt mit der Einführung eines letzten Begriffs:

Definition 5.4 (Redundanz)

Sei X eine Datenquelle und c eine Codierung. Die Differenz

R(X ,c) ∶= L(c)−H(X)
heißt Redundanz. Eine Codierung mit R = 0 ist redundanzfrei.

Ist X eine gedächtnislose Quelle, so ist die Redundanz nach Satz 5.1 für
jeden präfixfreien Code ≥ 0. Sie drückt aus, wie weit die mittlere Code-
wortlänge von der Entropieschranke entfernt ist, und eignet sich somit
als ein quantitatives Maß, um die Güte von Codierungen zu vergleichen
(Abbildung 5.11).

Dass die Größe R ihren Namen tatsächlich verdient, wird am Ende die-
ses Kapitels in voller Pracht klar werden. Dort werden wir das Ergebnis
in Händen halten, dass die Beziehung R ≥ 0 eine universelle ist: Sie gilt
für ausnahmslos jede Datenquelle X und jede Codierung c.
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Ist X eine gedächtnislose Quelle, so ist die Redundanz nach Satz 5.1 für
jeden präfixfreien Code ≥ 0. Sie drückt aus, wie weit die mittlere Code-
wortlänge von der Entropieschranke entfernt ist, und eignet sich somit
als ein quantitatives Maß, um die Güte von Codierungen zu vergleichen
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Dass die Größe R ihren Namen tatsächlich verdient, wird am Ende die-
ses Kapitels in voller Pracht klar werden. Dort werden wir das Ergebnis
in Händen halten, dass die Beziehung R ≥ 0 eine universelle ist: Sie gilt
für ausnahmslos jede Datenquelle X und jede Codierung c.

Dieser Wert ist in der 
Informationstheorie so 
wichtig, dass er einen 
eigenen Namen trägt. 

Er wird als die Entropie 
der Datenquelle 

bezeichnet. 
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Ist die Entropie eine scharfe Schranke?

" Idee der Arithmetischen Codierung

" Die gesamte Nachricht wird durch eine Zahl 

z ∈ [0;1) dargestellt

" Das Intervall wird rekursiv geteilt


" Ein Teilintervall für jedes Zeichen des Alphabets

" Die Größen der Intervalle entsprechen den 

Auftrittswahrscheinlichkeiten


" Nach n Schritten: Jedes Intervall entspricht 
einer Nachricht der Länge n


" Als Codewort werden die Nachkommabits 
derjenigen Zahl verwenden, die innerhalb 
des zugehörigen Intervalls liegt und die 
kürzeste Binärdarstellung aufweist.

11

Existiert eine Codierung, deren mittlere 
Codewortlänge beliebig nahe an die 

Entropie herankommt?

Ja, z. B. die Arithmetische Codierung

Nachricht

abac

010011

Codewort

Intervallkonstruktion
[ 19

64 ; 20
64 )

0,010011 ∈ [ 19
64 ; 20

64 )

Abb. 4.24: Arbeitsweise der arithmetischen
Codierung

4.5 Arithmetische Codierung 255

Konkret funktioniert die arithmetische Codierung so, dass einer vorge-
legten Nachricht ein reelles Intervall [a ;b) ⊆ [0;1) zugeordnet wird,
und anschließend in diesem Intervall nach der Zahl mit der kürzesten
Binärdarstellung gesucht wird. Die binären Nachkommastellen dieser
Zahl sind dann das Ergebnis der arithmetischen Codierung; sie formen
zusammen das Codewort (Abbildung 4.24).

Die Konstruktion der Intervalle ist für die Qualität des produzierten
Ergebnisses wesentlich. Sie hat so zu erfolgen, dass Nachrichten mit
einer höheren Auftrittswahrscheinlichkeit größere Intervalle zugeord-
net werden als Nachrichten mit einer niedrigeren Auftrittswahrschein-
lichkeit. Der Grund hierfür ist naheliegend: Je größer das konstruierte
Intervall ist, desto eher finden wir darin eine Zahl vor, die nur weni-
ge Nachkommastellen aufweist, und desto kürzer wird die produzierte
Binärsequenz. Das bedeutet, dass wir auf ein optimales Ergebnis hof-
fen können, wenn die Größenverhältnisse zweier Intervalle in dem glei-
chen Größenverhältnis stehen wie die Auftrittswahrscheinlichkeiten der
Nachrichten, die durch diese Intervalle repräsentiert werden.

Für gedächtnislose Quellen, und auf solche wollen wir uns in diesem
Abschnitt beschränken, ist die Konstruktion der Intervalle einfach. Sind
die Auftrittswahrscheinlichkeiten der Quellensymbole sowie die Länge
der zu codierenden Nachricht bekannt, so können wir die Intervalle in
einem iterativen Prozess erzeugen, wie er in Abbildung 4.25 zu sehen
ist. Wir beginnen die Konstruktion mit dem halboffenen Intervall [0;1)
und unterteilen es im ersten Schritt in so viele Partitionen, wie das Quel-
lenalphabet Elemente umfasst. Dabei wird jedem Symbol ein Intervall
zugeordnet, dessen Länge proportional zu der Auftrittswahrscheinlich-
keit des Symbols ist.

Die Reihenfolge der Intervalle spielt für die Qualität des Ergebnisses
keine Rolle; es ist lediglich wichtig, dass der Encoder und der Deco-
der die gleiche Anordnung verwenden. In unserem Beispiel wurde eine
lexikografische Anordnung der Symbole gewählt.

Im nächsten Schritt müssen wir dasjenige Intervall auswählen, das dem
ersten Nachrichtensymbol entspricht, und die Partitionierung wiederho-
len. Wird dieser Prozess so lange ausgeführt, bis alle Symbole bearbei-
tet sind, so gelangen zu wir einem Intervall [a ;b), das die zu codierende
Nachricht repräsentiert. In einer etwas präziseren Formulierung können
wir sagen: Jede reelle Zahl c ∈ [a ;b) ist ein Repräsentant der zu codie-
renden Nachricht.

Um das Codewort zu erhalten, müssen wir den Repräsentanten mit der
kürzesten Binärdarstellung ausfindig machen. Dass wir einen solchen
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Codierung der Nachricht abac (die Details)

12

a

1
2

b

1
4

c

1
4

3
4

2
4

4
4

0
4

0
8

2
8

3
8

4
8

8
32

12
32

11
32

10
32

16
64

20
64

18
64

19
64

a b c

a b c

a b c

a b c

Jede Zahl aus dem Intervall[ 19
64 ,

20
64) repräsentiert die
Nachricht abac.

Abb. 4.25: Schrittweise Intervallberech-
nung für die Nachricht abac

256 4 Quellencodierung

Repräsentanten auf jeden Fall finden können, veranschaulicht Abbil-
dung 4.26. Die Grafik zeigt, dass die Binärzahlen der Form

0,b1 b2 b3 . . . bn

ein immer dichter werdendes Netz über das Intervall [0;1) legen, wenn
wir die Zahl n, d. h. die Anzahl der Nachkommaziffern, sukzessive er-
höhen. Irgendwann wird dieses Netz so dicht, dass wir in jedem noch
so kleinen Intervall einen Repräsentanten finden.

In unserem Beispiel hat die Suche für n = 6 ein Ende. Mit der Zahl

0,010011

erreichen wir das Intervall [ 19
64 ; 20

64) und können das Ergebnis dann un-
mittelbar ablesen: Die arithmetische Codierung übersetzt die Nachricht
abac in die Bitfolge 010011.

Wir wollen an dieser Stelle ein wenig genauer darüber nachdenken, wie
die Länge der produzieren Bitfolge mit der Auftrittswahrscheinlichkeit
der codierten Nachricht zusammenhängt. Konkret verbirgt sich hinter
dieser Überlegung die folgende Frage: Wie dicht muss das Gitter das
Intervall [0;1) überziehen, um ein vorgelegtes Intervall [a ;b) mit Si-
cherheit zu treffen?

Zur Beantwortung dieser Frage überlegen wir zunächst, wie breit das
Intervall ist, das die arithmetische Codierung mit einer Nachricht asso-
ziiert. Hierzu sei Σ = {σ1, . . . ,σn} ein Quellenalphabet und u ∈ ΣN eine
typische Nachricht der Länge N, die von einer gedächtnislosen Daten-
quelle emittiert wird. Die Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Symbo-
le σ1, . . . ,σn von der Datenquelle emittiert werden, bezeichnen wir, wie
üblich, mit p1, . . . , pn.

Setzen wir für N sehr große Zahlen ein, so wird u ungefähr p1N-mal
das Symbol σ1 enthalten, p2N-mal das Symbol σ2 und so fort. Damit
können wir die Länge des Intervalls [a ;b) sehr genau approximieren.
Es ist

b−a ≈ p1 · . . . · p1$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%&%%%%%%%%%%%%%%%%%%'
p1 N-mal

· p2 · . . . · p2$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%&%%%%%%%%%%%%%%%%%%'
p2 N-mal

· . . . · pn · . . . · pn$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%&%%%%%%%%%%%%%%%%%%'
pn N-mal

= p1
p1 N · p2

p2 N · . . . · pn
pn N = ∏

i
pi

pi N (4.18)

Die Abschätzung wird mit steigenden Werten von N immer genauer.

Als Nächstes wollen wir bestimmen, wie dicht das Gitter ist, das durch
die Binärzahlen mit l Nachkommaziffern aufgespannt wird. Ein Blick
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Abb. 4.26: Um die Bitsequenz für die Bei-
spielnachricht abac zu bestimmen, müs-
sen wir innerhalb des Intervalls [ 19

64 ; 20
64)

die Zahl mit der kürzesten Binärdarstel-
lung ausfindig machen. In unserem Bei-
spiel ist dies die Zahl 0,010011. Folglich
ist 010011 das Ergebnis der arithmetischen
Codierung.

auf Abbildung 4.26 reicht aus, um die Gitterbreite zu erkennen: Sie be-
trägt

2−l

Wir treffen das Intervall [a;b)mit Sicherheit, wenn die Gitterbreite klei-
ner oder gleich der Intervalllänge b−a ist. Das bedeutet, dass wir mit
jedem Wert für l auf der sicheren Seite sind, der die folgende Beziehung
erfüllt:

2−l ≤ ∏
i

pi
pi N

Logarithmieren wir beide Seiten, so erhalten wir

−l ≤ ∑
i

pi N log2 pi,

und dies können wir weiter umformen zu

l ≥ N∑
i

pi log2
1
pi

(4.19)

Der kleinste ganzzahlige Wert, der (4.19) erfüllt, ist

⌈N∑
i

pi log2
1
pi
⌉
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Verzeichnisbasierte Kompression
" Prinzip


" Zur Codierung wird ein Verzeichnis (Dictionary) verwendet

" Textfragmente werden durch Referenz in das Verzeichnis codiert


" Verfahren von Lempel und Ziv

" Gehört zu der Gruppe der dynamischen Verfahren

" Weit verbreitet in vielen Varianten


" Varianten: LZ77, LZ78, LZW (Lempel Ziv Welch)

" Anwendungsbeispiele: TIFF, compress, zip, unzip

"	Verzeichnis wird vor der 
Codierung aufgestellt


"	Während der Codierung bleibt 
das Verzeichnis unverändert

Statische Verfahren
"	Wird während der Codierung 

dynamisch erstellt

"	Verzeichnis muss in vielen 

Fällen nicht übertragen werden


Dynamische Verfahren

13
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Lempel-Ziv-Kompression
"  LZ77 - Die Grundidee


" Bereits gesehener Text wird als Wörterbuch verwendet

" Der Folgetext wird durch Referenzen in das Wörterbuch codiert


" Sliding-Window-Methode

" Größe des search buffers wird limitiert

" Typisch: Einige kB des zuletzt codierten Textes  

E F C H E F I S

look ahead buffersearch buffer

F R I S C H C H E N

erstes nicht codiertes Zeichen

↓

↑

Codierung: 

(8,1,I)

Sequenzlänge

Abstand nach Links Nächstes Zeichen

14

I S
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Lempel-Ziv-Kompression
"  LZ77 - Die Grundidee


" Bereits gesehener Text wird als Wörterbuch verwendet


" Unkomprimierte Originalnachricht

" 46 52 49 53 43 48 45 5f 46 49 53 43 48 45 5f 46  
49 53 43 48 45 4e 0a


" 22 Byte 

" LZ77-komprimierte Nachricht:

" E1 1B 85 2E 12 78 53 E1 0F 84 8E 11 78 5F 05 24 
F5 32 93 80


" 20 Byte (⎡154 Bit⎤)


" Hinweis: Die Kompressionsrate beeindruckt in diesem Beispiel wenig. Für 
lange Nachrichten werden jedoch ungleich höhere Raten erreicht. 

" Frage: Wie entsteht die abgebildete Byte-Folge? 

E F I S C H E F I SF R I S C H C H E N

15



2.Codierungstheorie • Hochschule Karlsruhe • Prof. Dr. D. W. Hoffmann

Lempel-Ziv-Kompression
"  LZ77 - Die Details


" Jedes Tripel wird mit n + m + 1 Symbolen des Grundalphabets Σ codiert

" Es können maximal |∑|n Zeichen zurückgeblickt werden

" Es können maximal |∑|m Zeichen kopiert werden


" Beispiel (aus der Originalarbeit von Jacob Ziv und Abraham Lempel)

" Σ = { 0, 1, 2 }, n = 2, m = 2

" Nachricht: 001010210210212021021200 (24 Zeichen)

" Codierung erfolgt mit Hilfe eines Pufferspeichers


" Besonderheiten

" Search buffer wird mit 0 initialisiert

" Rückverweis wird in Form der absoluten Indexposition gespeichert

" Erstes Tripel: z.B. <8,2,1> (in diesem Fall nicht eindeutig)

16

0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 2

look ahead buffer (32 = 9 Elemente)search buffer (32 = 9 Elemente)

0 0 0 0 0 1 0 210212021021200

0    1 2 3 4    5 6 7 8
Indexposition
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Lempel-Ziv-Welch-Kompression
"  Lempel-Ziv-Welch 


" Basiert auf der 1978 von Lempel und Ziv weiterentwickelten LZ77-Variante

" Texte werden ausschließlich durch Referenzen in ein Wörterbuch codiert

" Das Wörterbuch wird beim Codieren und Decodieren automatisch erzeugt


" Beispiel: ababcbababaaaaaaa (aus der Originalarbeit von Welch)

" Angenommen, wir hätten die Tabelle... 

 
 
 
 
 
 

" ... dann ließe sich die Nachricht wie folgt codieren:


" Wie kann die Tabelle algorithmisch erzeugt werden?

17

0 a

1 b

2 c

3 ab

4 ba

5 abc

6 cb

7 bab

a b a b c b a b a b a a a a a a a

8 baba

9 aa

10 aaa

11 aaaa

0 1 3 2 4 7 0 9 10 0
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Lempel-Ziv-Welch-Kompression
" Übung


" Komprimieren Sie die Nachricht  
 
                                
 

mit den Lempel-Ziv-Welch-Verfahren


" Ergebnis

" 23 14 89 25 32 19 20 8A 
5F 81 41 20 D0 A8 3C 26  
0A 4E


" 18 Byte

" Im Vergleich: Das LZ77-Ergebnis


" E1 1B 85 2E 12 78 53 E1 
0F 84 8E 11 78 5F 05 24 
F5 32 93 80


" 20 Byte

18
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Burrows-Wheeler-Transformation
" Was ist die Burrows-Wheeler-Transformation?


" Kein Kompressionsalgorithmus im eigentlichen Sinne

" Die Eingabe wird lediglich permutiert und ein Index erzeugt

" Der Index wird zur Rückgewinnung der Originaldaten benötigt


" Permutation ist meist geordneter als die Originalnachricht und kann von 
anderen Kompressionsverfahren besser verarbeitet werden


" Bemerkenswert!

" Die Transformation wurde erst 1983 entdeckt


" von David J. Wheeler 


" Publiziert wurde sie erst 1994

" von Michael Burrows und David J. Wheeler

" Unter anderem eingesetzt in bzip2

19

Burrows-WheelerDaten Permutation

+ Index Kompression Daten

❾
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Burrows-Wheeler-Transformation
" Durchführung der Transformation


" Schritt 1: Erzeuge alle Rotationen der Originalnachricht

" Schritt 2: Sortiere die Rotationsmatrix

" Schritt 3: Lese Ergebnis ab


" Die letzte Spalte der rotierten Nachricht enthält die gesuchte Permutation

" Der Index gibt die Zeile an, in der die Originalnachricht steht 

" Der Clou 

" Die letzte Spalte, der Index und das Wissen über die Sortierung reichen 

aus, um die Rotationsmatrix vollständig zu rekonstruieren

20

Index

Permutation

Ergebnis ablesenSortierenRotierenOriginalnachricht


