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Grundlagen
" Codierung


" Σ und Π sind zwei endliche Mengen

" Eine Codierung ist eine injektive Abbildung


" Σ ist das Quellenalphabet 


" Π ist das Codealphabet


" Jede Codierung ist per Definition injektiv

" Verschiedene Nachrichten werden verschieden codiert

" Die Dekodierung ist verlustfrei möglich

2
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1 Codierungen, Codes und Information

In diesem Kapitel führen wir elementare Grundbegriffe aus dem Gebiet
der Information- und Codierungstheorie ein. Zunächst legen wir in Ab-
schnitt 1.1 fest, was wir in diesem Buch unter einer Codierung und ei-
nem Code verstehen. Danach nehmen wir eine erste Klassifizierung vor
und diskutieren in den Abschnitten 1.2 und 1.3 mehrere Codes, die in
Theorie und Praxis eine Rolle spielen. In Abschnitt 1.4 kommen wir auf
das Shannon’sche Übertragungsmodell zurück und definieren wichtige
Termini wie die Begriffe Übertragungsrate und Kanalkapazität. Den
Schlusspunkt setzt Abschnitt 1.5 mit einer allgemeineren Diskussion
über den Shannon’schen Informationsbegriff.

1.1 Definition und Eigenschaften

Wir beginnen mit der vielleicht wichtigsten Definition dieses Buchs:

Definition 1.1 (Codierung, Code)

S und P seien zwei endliche Mengen von Grundsymbolen. Unter
einer Codierung verstehen wir eine injektive Abbildung der Form

c : S+ ! P+

S ist das Quellenalphabet und P das Codealphabet. von c.

Die Mengen S+ nennen wir den Nachrichtenraum und die Menge P+

den Signalraum (Abbildung ??). Sie entsprechend der Menge der endli-
chen Sequenzen, die mit den Symbolen aus S bzw. P aufgebaut werden
können und mindestens ein Zeichen lang sind:

S+ := {a1 . . .an | n � 1,ai 2 S}
P+ := {b1 . . .bn | n � 1,bi 2 S}
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1 Codierungen, Codes und Information

In diesem Kapitel führen wir elementare Grundbegriffe aus dem Gebiet
der Information- und Codierungstheorie ein. Zunächst legen wir in Ab-
schnitt 1.1 fest, was wir in diesem Buch unter einer Codierung und ei-
nem Code verstehen. Danach nehmen wir eine erste Klassifizierung vor
und diskutieren in den Abschnitten 1.2 und 1.3 mehrere Codes, die in
Theorie und Praxis eine Rolle spielen. In Abschnitt 1.4 kommen wir auf
das Shannon’sche Übertragungsmodell zurück und definieren wichtige
Termini wie die Begriffe Übertragungsrate und Kanalkapazität. Den
Schlusspunkt setzt Abschnitt 1.5 mit einer allgemeineren Diskussion
über den Shannon’schen Informationsbegriff.

1.1 Definition und Eigenschaften

Wir beginnen mit der vielleicht wichtigsten Definition dieses Buchs:

Definition 1.1 (Codierung, Code)

S und P seien zwei endliche Mengen von Grundsymbolen. Unter
einer Codierung verstehen wir eine injektive Abbildung der Form

c : S+ ! P+

S ist das Quellenalphabet und P das Codealphabet. von c.

Die Mengen S+ nennen wir den Nachrichtenraum und die Menge P+

den Signalraum (Abbildung ??). Sie entsprechend der Menge der endli-
chen Sequenzen, die mit den Symbolen aus S bzw. P aufgebaut werden
können und mindestens ein Zeichen lang sind:

S+ := {a1 . . .an | n � 1,ai 2 S}
P+ := {b1 . . .bn | n � 1,bi 2 P}

c : ! + ! " +
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Beispiel
" Lauflängencodierung


" engl. run-length encoding, kurz RLE

" Idee: Codiere wiederholt auftretende Symbole durch 

ein einzelnes Symbol, gefolgt von einem Zähler

" Beispiel


" Möglichkeit 1: Codierung mit Zählerzeichen, z. B. #


" Möglichkeit 2: Codierung ohne Zählerzeichen


" Lauflängencodierung von Binärdateien

" Eine 0-Kette ist immer gefolgt von einer 1-Kette 


" Die Speicherung des Symbols ist unnötig

" Es reicht, die Lauflängen zu codieren

3

12 ,
3 , 6 , 3 ,
2 , 8 , 2 ,

2 , 1 , 2 , 2 , 2 , 1 , 2 ,
2 , 1 , 1 , 3 , 1 , 2 , 2 ,

2 , 8 , 2 ,
2 , 8 , 2 ,
2 , 8 , 2 ,
2 , 8 , 2 ,

2 , 2 , 1 , 2 , 1 , 2 , 2 ,
2 , 1 , 2 , 2 , 2 , 1 , 2 ,

12

15, 6, 5, 8, 4, 1, 2, 2, 2, 1, 4, 1, 1,
3, 1, 2, 4, 8, 4, 8, 4, 8, 4, 8, 4, 2, 1,

2, 1, 2, 4, 1, 2, 2, 2, 1, 14

Abbildung 1.2: Beispiel einer LaußŠngen-
codierung

10 1 Codierungen, Codes und Information

In unserer DeÞnition haben wir explizit gefordert, dassc eine injektive
Abbildung ist, d. h., es gilt fŸr alle Nachrichten die Beziehung

c(! 1) = c(! 2) ! ! 1 = ! 2

Die InjektivitŠt stellt sicher, dass zwei unterschiedliche Nachrichten
niemals auf das gleiche Codewort abgebildet werden. Wir haben es in
diesem Buch somit ausschlie§lich mitverlustfreienCodierungen zu tun,
da die Originalnachricht durch das Codewort eindeutig bestimmt bleibt
und damit verlustfrei rekonstruiert werden kann. Nicht alle Codierun-
gen, die in der Praxis verwendet werden, sind verlustfrei. Beispiele sind
die Codierungen aus dem Audio- und Videobereich, die nur deshalb ei-
ne so hohe Kompressionsrate erreichen, weil bewusst auf Information
verzichtet wird. SolcheverlustbehaftetenCodierungen sind ein eigenes
Forschungsfeld und werden hier nicht behandelt.

In der Praxis spielen Codes mit! = { 0,1} ein hervorgehobene Rolle.
Wir sprechen in diesem Fall vonbinŠren Codes, da die codierten Nach-
richten dann endliche Sequenzen von Nullen und Einsen sind. Fast alle
Codes, die wir in diesem Buch betrachten, sind binŠr oder, wie das Bei-
spiel aus Abbildung 1.15, zu einem binŠren Code Šquivalent.

Typische Quellenalphabete sind die Mengen" = { 0,1} und " =
{ 0,255} . Das erste Alphabet wird von denjenigen Codierungen verwen-
den, die endliche BinŠrsequenzen als Eingabe entgegennehmen. Das
zweite Alphabet ist fŸr Codierungen typisch, die einen digitalen Da-
tenstrom Byte fŸr Byte Ÿbersetzen.

Ein Beispiel, das den Codierungsbegriff einfach und verstŠndlich er-
klŠrt, ist dieLaußŠgencodierung(run-length encoding, kurz RLE).
Hierbei wird die Idee verfolgt, lange Ketten von sich wiederholenden
Symbolen numerisch zu codieren. Um die Betrachtung einfach zu hal-
ten, nehmen wir an, das Quellenalphabet sei" = { A, . . . ,Z} und das zu
codierende Wort seiKAFFEE. Eine LaußŠngencodierung ist dann auf
zwei prinzipiell unterschiedliche Weisen mšglich:

! Codierung ohne ZŠhlerzeichen KAFFEE "# 1K1A2F2E
Jedem Zeichen wird ein ZŠhler vorangestellt, der die Anzahl der
Wiederholungen angibt. In diesem Fall ist die Dekodierung der
Nachricht sehr einfach, da uns die Position eines Zeichens Auskunft
darŸber gibt, ob es sich um eine Zeichen des Quellenalphabets oder
einen numerischen ZŠhler handelt. Kommen in der zu codierenden
Nachricht wenige Symbolwiederholungen vor, fŸhrt die LaußŠngen-
codierung zu langen Codewšrtern.

AAAABBBAABBBBBCCCCCCCCDABCBAABBBBCCD

#4A#3B#2A#5B#8CDABCB#2A#4B#2CD

4A3B2A5B8C1D1A1B1C1B2A4B2C1D 
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Beispiel
" Telefax


" Ca. 2200 × 1700 Pixel pro DIN-A4-Seite

" Vertikale Auflösung: 3.85 / 7.7 / 15.4 Zeilen/mm

" Horizontale Auflösung: 8.5 Pixel/mm


" Häufig vorkommende Ketten in typischen Dokumenten

" 2 - 4 schwarze Pixel

" 2 - 7 weiße Pixel


" Codierung erfolgt in zwei Schritten

" 1. Schritt: Lauflängencodierung

" 2. Schritt: Codierung der Lauflängen mit einem längenvariablen Code


" Idee des längenvariablen Codes

" Codierung häufig vorkommender Lauflängen mit kurzen Bit-Sequenzen

" Codierung selten vorkommender Lauflängen mit langen Bit-Sequenzen

" Unterschiedliche Tabellen für schwarze und weiße Pixel

4
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Codierung der Lauflängen im Fax-Protokoll

5

1.2 LŠngenvariable Codes 15

n Wei§ Schwarz

0 00110101 0000110111
1 000111 010
2 0111 11
3 1000 10
4 1011 011
5 1100 0011
6 1110 0010
7 1111 00011
8 10011 000101
9 10100 000100
10 00111 0000100
11 01000 0000101
12 001000 0000111
13 000011 00000100
14 110100 00000111
15 110101 000011000
16 101010 0000010111
17 101011 0000011000
18 0100111 0000001000
19 0001100 00001100111
20 0001000 00001101000
21 0010111 00001101100
22 0000011 00000110111
23 0000100 00000101000
24 0101000 00000010111
25 0101011 00000011000
26 0010011 000011001010
27 0100100 000011001011
28 0011000 000011001100
29 00000010 000011001101
30 00000011 000001101000
31 00011010 000001101001

n Wei§ Schwarz

32 00011011 000001101010
33 00010010 000001101011
34 00010011 000011010010
35 00010100 000011010011
36 00010101 000011010100
37 00010110 000011010101
38 00010111 000011010110
39 00101000 000011010111
40 00101001 000001101100
41 00101010 000001101101
42 00101011 000011011010
43 00101100 000011011011
44 00101101 000001010100
45 00000100 000001010101
46 00000101 000001010110
47 00001010 000001010111
48 00001011 000001100100
49 01010010 000001100101
50 01010011 000001010010
51 01010100 000001010011
52 01010101 000000100100
53 00100100 000000110111
54 00100101 000000111000
55 01011000 000000100111
56 01011001 000000101000
57 01011010 000001011000
58 01011011 000001011001
59 01001010 000000101011
60 01001011 000000101100
61 00110010 000001011010
62 00110011 000001100110
63 00110100 000001100111

n Wei§ Schwarz

64 11011 0000001111
128 10010 000011001000
192 010111 000011001001
256 0110111 000001011011
320 00110110 000000110011
384 00110111 000000110100
448 01100100 000000110101
512 01100101 0000001101100
576 01101000 0000001101101
640 01100111 0000001001010
704 011001100 0000001001011
768 011001101 0000001001100
832 011010010 0000001001101
896 011010011 0000001110010
960 011010100 0000001110011
1024 011010101 0000001110100
1088 011010110 0000001110101
1152 011010111 0000001110110
1216 011011000 0000001110111
1280 011011001 0000001010010
1344 011011010 0000001010011
1408 011011011 0000001010100
1472 010011000 0000001010101
1536 010011001 0000001011010
1600 010011010 0000001011011
1664 011000 0000001100100
1728 010011011 0000001100101
1792 00000001000 00000001000
1856 00000001100 00000001100
1920 00000001101 00000001101
1984 000000010010 000000010010
EOL 000000000001 000000000001

Tabelle 1.1:LaußŠngencodierung am Beispiel des FAX-Protokolls

die aus 64 wei§en, 0 schwarzen, und 2 wei§en Pixeln besteht:

! ! . . . !

68

!" ! ! . . . !

64

!

0

! ! ! !

4

!" 1101100001101111011

Ein Šhnlicher Trick wird angewendet, wenn das zu Ÿbertragende Bild
mit schwarzen Pixeln beginnt. Um die Konvention einzuhalten, dass die
†bertragung mit wei§en Pixeln beginnt, wird zu Beginn das Bitmuster

Telefax

110101 0010 1100 000101 1011 010
0111 110111 0101011 010000111 1
0000111 111011 000101 1011 0001
011011 000101 1011 000101 1011 1
1000111 11000111 111011 010011
1110111 010110100

Abbildung 1.7: Fax-Codierung

1.2 LŠngenvariable Codes 15

Beispiel: Fax-Codierung

In der Praxis werden hŠuÞg Encoder eingesetzt, die eine Nachricht stu-
fenweise Ÿbersetzen und dabei in jeder Stufe ein anderes Codierungs-
verfahren einsetzen. Viele Codierungsalgorithmen, die wir real antref-
fen, sind daher Mischformen der Algorithmen, die wir in diesem Buch
voneinander getrennt besprechen. Ein einfaches Beispiel ist die Codie-
rung, die bei der Telefax-†bertragung zum Einsatz kommt. Ein Telefax-
GerŠt codiert ein eingelegte Textvorlage in zwei Stufen:

! Im ersten Schritt wird die Textvorlage Zeile fŸr Zeile von eine Fo-
todiode abgetastet. Die schwarzen und wei§en Pixelketten in Lauf-
lŠngen umgewandelt, wie wir es in Abbildung 1.1 kennen gelernt
haben. Die Fax-†bertragung beruht also im Kern eine klassischen
LaußŠngencodierung.

! Um die LaußŠngen mit mšglichst wenigen Bits zu Ÿbertragen, wer-
den sie durch spezielle Bitmuster reprŠsentiert, die in Tabelle??
zusammengefasst sind. Wie bei allen lŠngenvariablen Codierungen
wird auch hier das Ziel verfolgt, hŠuÞg vorkommende Symbole Ð
hier sind die Symbole LaußŠngen Ð mit kurzen Bit-Sequenzen und
die selten vorkommenden Symbole mit langen Bit-Sequenzen zu co-
dieren. Da die LaußŠngen fŸr wei§e und schwarze Pixelketten sehr
unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen besitzen, benutzt
die Fax-Codierung fŸr beide Farben zwei unterschiedliche Tabellen.

Die Tabelle kšnnen wir benutzen, um das Bitmuster zu bestimmen, mit
dem ein TelefaxgerŠt die GraÞk aus Abbildung?? Ÿbertragen wŸrden.
Schlagen wir abwechselnd in den Tabellen fŸr wei§e und schwarze Pi-
xel nach, so erhalten wir die Bitsequenz aus Abbildung??. Die Bitse-
quenzen, die aus der Tabelle fŸr schwarze LaußŠngen stammen, sind
in einer anderen Farbe abgedruckt. Die Hervorhebung ist lediglich der
†bersichtlich geschuldet, da die Zuordnung zu wei§en bzw. schwarzen
LaußŠngen prŠÞxfreie Codierung sind und die Codewšrter damit immer
eindeutig aus dem Bitstrom extrahiert werden kšnnen.

Ist Ihnen aufgefallen, dass in Tabelle??nicht alle LaußŠngen ein Code-
wort besitzen? Dies ist eine Besonderheit der Fax-Codierung, die in der
Praxis aber keinerlei Hindernis darstellt. Um beispielsweise eine Kette
von 68 wei§en Pixeln zu Ÿbertragen, wird diese in eine Kette zerlegt,
die aus 64 wei§en, 0 schwarzen, und 2 wei§en Pixeln besteht:

! ! . . . !

68

!" ! ! . . . !

64

!

0

! ! ! !

4

!" 1101100001101111011
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Zeichenweise Codierung
" Viele Codierungen arbeiten zeichenweise


" Jedem Element des Quellenalphabets wird ein Codewort zugeordnet

" Nachrichten werden Zeichen für Zeichen übersetzt


" Definition

" Sei                      eine Codierung

" Der von c erzeugte Code ist die Menge 


" c(!) ist das Codewort von !

" Typische Darstellungen für zeichenweise arbeitende Codierungen sind

" Code-Tabellen und

" Code-Bäume

6

! Beispielcodierungc1

Tabellarische Darstellung:

! c1(! )

A 0
J 1
Z 10

Baumdarstellung:

A J

Z

0 1

0

! Beispielcodierungc2

Tabellarische Darstellung:

! c2(! )

A 0

J 10

Z 11

Baumdarstellung:

A

J Z

0 1

0 1

Abbildung 1.3: Zwei Codierungen, die zei-
chenweise arbeiten.

1.1 DeÞnition und Eigenschaften 11

! Codierung mit ZŠhlerzeichen KAFFEE !" KA#2F#2E
In diesem Fall wird jedem numerischen ZŠhler ein spezielles Mar-
kierungssymbol, z. B.#, vorangestellt, um diesen von den Symbo-
len des Quellenalphabets zu unterscheiden. Dieser Ansatz fŸhrt im
Allgemeinen zu kŸrzeren Codewšrtern, kann in der Praxis aber nur
dann verfolgt werden, wenn ein Markierungssymbol au§erhalb des
Quellenalphabets gefunden werden kann.

Besonders efÞzient ist die LaußŠngencodierung dann, wenn ein binŠres
Quellenalphabet vorliegt, wie es beispielsweise bei der Codierung von
Schwarz-Wei§-Bildern der Fall ist (Abbildung 1.2). Da sich die beiden
Symbolen immer abwechselnd in der Nachricht vorkommen, kann diese
aus der Abfolge der ZŠhlerwerte verlustfrei rekonstruiert werden.

Zeichenweise Codierung

Viele Codierungen sind so gestaltet, dass jedem Element des Quellenal-
phabets oder jedem Block von solchen Elementen eine bestimmte Se-
quenz von Zeichen des Codealphabets zugeordnet ist. Auf diese Weise
entsteht eine †bersetzungstabelle, wie sie in Abbildung?? dargestellt
ist. Die Codierung einer Nachricht geschieht dann zeichenweise:

! 1! 2 . . . ! n !" c(! 1)c(! 2) . . .c(! n) (1.1)

Wir haben in den allermeisten FŠllen zeichenweise arbeitende Codie-
rungen im Sinn, wenn wir die folgenden Begriffe verwenden:

DeÞnition 1.2 (Code, Codewort)

Seic eine Codierung. Der vonc erzeugteCodeist die Menge

C := c(! ) := { c(! ) | ! # ! }

undc(" ) nennen wir dasCodewortdes Zeichens! .

FŸr Codierungen, die zeichenweise Arbeiten, bieten sich zwei Darstel-
lungsmšglichkeiten an (Abbildung??):

! Tabellarische Darstellung

Die Symbole des Quellenalphabets werden mit den zugeordneten
Codewšrtern tabellarisch aufgelistet. In Kapitel?? haben wir diese
Darstellung bereits ausgiebig eingesetzt.

c : ! + ! " +

C := c(! ) := { c(! ) | ! ! ! }
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Präfixfreie Codes
" Analyse des ersten Codes


" Keine Decodierung ohne Übertragung von Trennzeichen möglich

" Trennzeichen können den Code jedoch erheblich verlängern


" Analyse des zweiten Codes

" Decodierung ist ohne Trennzeichen möglich

" Warum? Weil kein Codewort Anfang eines anderen Codeworts ist

" Codes mit dieser Eigenschaft…


" heißen prŠfixfrei

" erfüllen die Fano-Bedingung


" Vorteil der Baumdarstellung

" Die Präfixfreiheit ist mit einem einzigen Blick zu erkennen

" Ein Code ist genau dann präfixfrei, wenn kein innerer Knoten mit einem 

Quellensymbol markiert ist

7
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Präfixfreie Codes
" Der Morse-Code ist nicht präfixfrei


" Trennzeichen müssen gesendet werden 

8

14 1 Codierungen, Codes und Information
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Abbildung 1.6: Baumdarstellung des Morse-Codes (ohne Sonderzeichen)

34 1 EinfŸhrung

Amerikanischer Morse-Code Internationaler Morse-Code

A .
B ...
C .. .
D ..
E .
F . .
G .
H ....
I ..
J . .
K .
L

M
N .
O . .
P .....
Q .. .
R . ..
S ...
T
U ..
V ...
W .
X . ..

Y .. ..
Z ... .
1 . .
2 .. ..
3 ... .
4 ....
5
6 ......
7 ..
8 ....
9 ..
0

A .
B ...
C . .
D ..
E .
F .. .
G .
H ....
I ..
J .
K .
L . ..

M
N .
O
P . .
Q .
R . .
S ...
T
U ..
V ...
W .
X ..

Y .
Z ..
1 .
2 ..
3 ...
4 ....
5 .....
6 ....
7 ...
8 ..
9 .
0

Abbildung 1.26: Der amerikanische und der internationale Morse-Code im Vergleich

tic Telegraph Company. Im Jahr 1850 konkurrierten bereits 20 Firmen
um die Baugenehmigungen der proÞtabelsten Linien. Ab jetzt breitete
sich das TelegraÞenetz in immer grš§erem Tempo Ÿber den Kontinent
aus, und im Jahr 1861 wurde die erste transkontinentale Telegrafenlinie
durch dieWestern Union Telegraph Companyfertiggestellt.

Der zunehmende Ausbau des Netzes fŸhrte zur Entstehung von Kom-
munikationsstrukturen, die an die klassische Briefpost erinnerten. Es
gab eine Reihe gro§er Vermittlungszentren, die das Umland sternfšr-
mig mit Telegrafenlinien versorgten. An jede Linien waren kleinere Te-
legrafenstationen angebunden, Šhnlich den Perlen einer Schnur. Gehšr-
ten zwei Telegrafenstationen der gleichen Linie an, so konnten sie di-
rekt miteinander kommunizieren. Um sich zu identiÞzieren, besa§ jede
Station eine eindeutige Kennung, die aus ein oder zwei Buchstaben be-
stand. Sollte eine Nachricht an eine Station gesendet werden, die nicht
auf derselben Linie lag,so wurde sie zunŠchst an das zugehšrige Ver-
mittlungszentrum (relais ofÞce) geschickt. Von dort aus gelangte die
Nachricht Ÿber eine Direktverbindung (intercity cable) zum zustŠndi-
gen Vermittlungszentrum des EmpfŠngers, und wurde von dort aus in
eine der lokalen Telegrafenlinien eingespeist.

Mit der zunehmenden Verbreitung der TelegraÞe wurden die Relaus-
Stationen immer wichtiger und wuchsen zu riesigen Zentren heran. Bei-
spielsweise arbeiteten um das Jahr 1900 im Chicagoer Relais-Zentrum
der Western Union Telegraph Company knapp 900 TelegraÞsten gleich-
zeitig an der Vermittlung der ein- und ausgehenden Telegramme [12].

â. Ô (Dot)

1

0

2 Zeiteinheiten

â Ô (Dash)

1

0

4 Zeiteinheiten

Buchstabenpause

1

0

3 Zeiteinheiten

Wortpause

1

0

6 Zeiteinheiten

Abbildung 1.30: Physikalische ReprŠsen-
tation der Morse-Codesymbole auf dem
†bertragungskanal

1.4 Der †bertragungskanal 39

ieren, so dass es2n verschiedene Mšglichkeiten gibt, den Sender zu
versorgen.

Kann der Sender in einem Zeitraum vonT Sekunden2n verschiedene
Sequenzen auf dem †bertragungskanal erzeugen, so ist ein Informati-
onstransport vonn Bits mšglich. Mit der Vereinbarung

N(T) := Anzahl der erlaubten Signale der LŠngeT

kšnnen wir den Sachverhalt auch so ausdrŸcken: Ist

N(T) = 2n,

so kann der †bertragungskanal inT Sekundenn Bits transportieren,
oder anders formulier: der †bertragungskanal hat Ÿber den Zeitraum
vonT Sekunden durchschnittlich

log2N(T)
T

(1.14)

Bits pro Sekunde Ÿbertragen.

Wenn wir (2.14) fŸr immer grš§ere Werte vonT betrachten, wird sich
der Quotient fŸr die in der Praxis vorkommenden †bertragungskanŠle
stabilisieren. Dies fŸhrt zu der folgenden formalen DeÞnition der Ka-
nalkapazitŠt:

DeÞnition 1.10 (KanalkapazitŠt nach Shannon, 1948)

Ein diskreter †bertragungskanal besitzt dieKanalkapazitŠt

C := lim
T! !

logN(T)
T

Die KanalkapazitŠt ist die maximale †bertragungsrate in Bits pro Se-
kunde, die aufgrund der gegebenen physikalischen Randbedingungen
Ÿber lange ZeitrŠume aufrecht erhalten werden kann.

Mit dieser BegriffsdeÞnition sind wir in der Lage, auch komplizierte-
re Szenarien zu erfassen, wie die †bertragungen von Nachrichten im
Morse-Code. Obwohl wir hier ebenfalls einen binŠren †bertragungska-
nal vor uns haben, unterscheidet er sich von unserem gerade betrachte-
ten Beispiel in zwei Punkten:

! Die †bertragung der Codesymbole dauert unterschiedlich lange
(Abbildung ??). In klassischen Morse-Telegrafen wird das Symbol

â. Ô (Dot)

1

0

2 Zeiteinheiten

â Ô (Dash)

1

0

4 Zeiteinheiten

Buchstabenpause

1

0

3 Zeiteinheiten

Wortpause

1

0

6 Zeiteinheiten

Abbildung 1.30: Physikalische ReprŠsen-
tation der Morse-Codesymbole auf dem
†bertragungskanal
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ieren, so dass es2n verschiedene Mšglichkeiten gibt, den Sender zu
versorgen.

Kann der Sender in einem Zeitraum vonT Sekunden2n verschiedene
Sequenzen auf dem †bertragungskanal erzeugen, so ist ein Informati-
onstransport vonn Bits mšglich. Mit der Vereinbarung

N(T) := Anzahl der erlaubten Signale der LŠngeT

kšnnen wir den Sachverhalt auch so ausdrŸcken: Ist

N(T) = 2n,

so kann der †bertragungskanal inT Sekundenn Bits transportieren,
oder anders formulier: der †bertragungskanal hat Ÿber den Zeitraum
vonT Sekunden durchschnittlich

log2N(T)
T

(1.14)

Bits pro Sekunde Ÿbertragen.

Wenn wir (2.14) fŸr immer grš§ere Werte vonT betrachten, wird sich
der Quotient fŸr die in der Praxis vorkommenden †bertragungskanŠle
stabilisieren. Dies fŸhrt zu der folgenden formalen DeÞnition der Ka-
nalkapazitŠt:

DeÞnition 1.10 (KanalkapazitŠt nach Shannon, 1948)

Ein diskreter †bertragungskanal besitzt dieKanalkapazitŠt

C := lim
T! !

logN(T)
T

Die KanalkapazitŠt ist die maximale †bertragungsrate in Bits pro Se-
kunde, die aufgrund der gegebenen physikalischen Randbedingungen
Ÿber lange ZeitrŠume aufrecht erhalten werden kann.

Mit dieser BegriffsdeÞnition sind wir in der Lage, auch komplizierte-
re Szenarien zu erfassen, wie die †bertragungen von Nachrichten im
Morse-Code. Obwohl wir hier ebenfalls einen binŠren †bertragungska-
nal vor uns haben, unterscheidet er sich von unserem gerade betrachte-
ten Beispiel in zwei Punkten:

! Die †bertragung der Codesymbole dauert unterschiedlich lange
(Abbildung ??). In klassischen Morse-Telegrafen wird das Symbol

Strich

Wortpause
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4 Zeiteinheiten
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3 Zeiteinheiten
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0

6 Zeiteinheiten

Abbildung 1.30: Physikalische ReprŠsen-
tation der Morse-Codesymbole auf dem
†bertragungskanal
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ieren, so dass es2n verschiedene Mšglichkeiten gibt, den Sender zu
versorgen.

Kann der Sender in einem Zeitraum vonT Sekunden2n verschiedene
Sequenzen auf dem †bertragungskanal erzeugen, so ist ein Informati-
onstransport vonn Bits mšglich. Mit der Vereinbarung

N(T) := Anzahl der erlaubten Signale der LŠngeT

kšnnen wir den Sachverhalt auch so ausdrŸcken: Ist

N(T) = 2n,

so kann der †bertragungskanal inT Sekundenn Bits transportieren,
oder anders formulier: der †bertragungskanal hat Ÿber den Zeitraum
vonT Sekunden durchschnittlich

log2N(T)
T

(1.14)

Bits pro Sekunde Ÿbertragen.

Wenn wir (2.14) fŸr immer grš§ere Werte vonT betrachten, wird sich
der Quotient fŸr die in der Praxis vorkommenden †bertragungskanŠle
stabilisieren. Dies fŸhrt zu der folgenden formalen DeÞnition der Ka-
nalkapazitŠt:

DeÞnition 1.10 (KanalkapazitŠt nach Shannon, 1948)

Ein diskreter †bertragungskanal besitzt dieKanalkapazitŠt

C := lim
T! !

logN(T)
T

Die KanalkapazitŠt ist die maximale †bertragungsrate in Bits pro Se-
kunde, die aufgrund der gegebenen physikalischen Randbedingungen
Ÿber lange ZeitrŠume aufrecht erhalten werden kann.

Mit dieser BegriffsdeÞnition sind wir in der Lage, auch komplizierte-
re Szenarien zu erfassen, wie die †bertragungen von Nachrichten im
Morse-Code. Obwohl wir hier ebenfalls einen binŠren †bertragungska-
nal vor uns haben, unterscheidet er sich von unserem gerade betrachte-
ten Beispiel in zwei Punkten:

! Die †bertragung der Codesymbole dauert unterschiedlich lange
(Abbildung ??). In klassischen Morse-Telegrafen wird das Symbol

â. Ô (Dot)

1

0

2 Zeiteinheiten

â Ô (Dash)

1
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4 Zeiteinheiten
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Abbildung 1.30: Physikalische ReprŠsen-
tation der Morse-Codesymbole auf dem
†bertragungskanal
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ieren, so dass es2n verschiedene Mšglichkeiten gibt, den Sender zu
versorgen.

Kann der Sender in einem Zeitraum vonT Sekunden2n verschiedene
Sequenzen auf dem †bertragungskanal erzeugen, so ist ein Informati-
onstransport vonn Bits mšglich. Mit der Vereinbarung

N(T) := Anzahl der erlaubten Signale der LŠngeT

kšnnen wir den Sachverhalt auch so ausdrŸcken: Ist

N(T) = 2n,

so kann der †bertragungskanal inT Sekundenn Bits transportieren,
oder anders formulier: der †bertragungskanal hat Ÿber den Zeitraum
vonT Sekunden durchschnittlich

log2N(T)
T

(1.14)

Bits pro Sekunde Ÿbertragen.

Wenn wir (2.14) fŸr immer grš§ere Werte vonT betrachten, wird sich
der Quotient fŸr die in der Praxis vorkommenden †bertragungskanŠle
stabilisieren. Dies fŸhrt zu der folgenden formalen DeÞnition der Ka-
nalkapazitŠt:

DeÞnition 1.10 (KanalkapazitŠt nach Shannon, 1948)

Ein diskreter †bertragungskanal besitzt dieKanalkapazitŠt

C := lim
T! !

logN(T)
T

Die KanalkapazitŠt ist die maximale †bertragungsrate in Bits pro Se-
kunde, die aufgrund der gegebenen physikalischen Randbedingungen
Ÿber lange ZeitrŠume aufrecht erhalten werden kann.

Mit dieser BegriffsdeÞnition sind wir in der Lage, auch komplizierte-
re Szenarien zu erfassen, wie die †bertragungen von Nachrichten im
Morse-Code. Obwohl wir hier ebenfalls einen binŠren †bertragungska-
nal vor uns haben, unterscheidet er sich von unserem gerade betrachte-
ten Beispiel in zwei Punkten:

! Die †bertragung der Codesymbole dauert unterschiedlich lange
(Abbildung ??). In klassischen Morse-Telegrafen wird das Symbol

Punkt

Buchstabenpause
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Präfixfreie Codes
" Beispiel: Telefax


" Der Code, mit dem Faxgeräte die Lauflängen codieren, ist präfixfrei 

" Aufgabe


" Decodieren Sie die folgende Fax-Nachricht

" Sie benötigen die Code-Tabelle auf einer der vorangegangenen Folien

9

46 1 Codierungen, Codes und Information

0011000 0011 1110 00011 1011
00011 1011 0010 1110 0111001
10010 1111 00011 1110 00011 1
1100011 110101

Telefax

Das Microcom Network Protocol5, kurz MNP-5, verwendet eine spezielle Variante derAufgabe 1.4
! ! !
Webcode
3475

LaußŠngencodierung, die eine Mischform der in diesem Kapitel vorgestellten AnsŠtze
ist. Das Protokoll gibt vor, dass Symbolketten erst dann komprimiert werden, wenn darin
mindestens 3 gleiche Symbole vorkommen. Eine solche Kette wird mit 4 Byte codiert. Die
ersten drei Byte sind Wiederholungen des gleichen Zeichens und das vierte Byte ist eine
LaußŠnge. Diese gibt an, wie viele weitere Wiederholungen des Zeichens folgen.

Codieren Sie folgenden Textnachrichten auf die beschriebene Weise:

a) abcabcabcabcabc b) abbcccddddeeeee c) aaabbbcccdddeee

†brigens: Das MNP-5- Protokoll hatte seine grš§te Praxisbedeutung Anfang der Neunziger-
jahre. Es wurde damals von klassischen Modems verwendet, die Daten mithilfe kŸnstlich
erzeugter Tšne Ÿber konventionelle Telefonleitungen Ÿbertrugen.

Im Beweis der KraftÕschen Ungleichung (Satz 1.1) haben Sie ein konstruktives VerfahrenAufgabe 1.5
! ! !
Webcode
3874

kennen gelernt, mit dem sich prŠÞxfreie Codes konstruieren lassen. Ihre Aufgabe ist es, einen
prŠÞxfreien Code zu konstruieren, dessen Codewšrter die folgenden LŠngen aufweisen:

l1 = 2, l2 = 2, l3 = 2, l4 = 3, l5 = 4, l6 = 4, l7 = 4

Wie viele Zeichen muss das Codealphabet mindestens umfassen, damit ein prŠÞxfreier Code
konstruiert werden kann? Konstruieren Sie einen prŠÞxfreien Code fŸr das bestimmte Code-
alphabet.

Die folgende Rechnung scheint zu belegen, das der Algorithmus von Seite 18, entgegen demAufgabe 1.6
! ! !
Webcode
3199

Bewiesenen, doch nicht immer einen prŠÞxfreien Code hervorbringt:
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Kraft‘sche Ungleichung

" Beweis

" Richtung von links nach rechts


" Interpretiere den Code-Baum als Zufallsexperiment...


" Richtung von rechts nach links

" Es existiert ein konstruktives Verfahren zur Erzeugung der Codewörter...

10

4, 4, 3, 3, 2, 2

0, 0000 0000
+ 2! 4 0,0001

0, 0001 0001
+ 2! 3 0,001

0, 0011 001
+ 2! 3 0,001

0, 0101 010
+ 2! 2 0,01

0, 1001 10
+ 2! 2 0,01

0, 1101 11

C = { 0000,0001,001,010,10,11}

Abbildung 1.10: Konstruktion eines prŠ-
Þxfreien Codes.

18 1 Codierungen, Codes und Information

! Im allgemeinen ist der Baum eines prŠÞxfreien Codes kein BinŠr-
baum, sondern ein Baum, dessen innere Knoten bis zu|! | Nachfol-
ger haben kann.! ist das Codealphabet und|! | die Anzahl der darin
enthaltenen Symbole. Das bedeutet, dass im Allgemeinen Fall jedes
Element mit 1

|! |li
in die Summe (1.2) eingeht.

! Der Codebaum eines prŠÞxfreinen Codes muss nicht saturiert sein,
d. h., es kšnnen innere Knoten existieren, die weniger als! Kinder
haben. Das bedeutet, dass nicht jeder Ausgang des Wahrscheinlich-
keitsexperiments zu einem Symbol des Quellenalphabets fŸhrt und
wir das Gleichheitszeichen in (1.2) durch â" Ô ersetzen mŸssen.

Das bedeutet, dass jeder prŠÞxfreie Code notwendigerweise die folgen-
de Bedingung erfŸllen muss:

n!

i= 1

1
|! |li

" 1

Was wir hier vor uns haben, ist dieKraftÕschen Ungleichung, die von
Leon Gordon Kraft im Jahr 1949 aufgestellt wurde und eine prinzipielle
Limitierung prŠÞxfreier Codierungen zum Ausdruck bringt.

Satz 1.1 (KraftÕsche Ungleichung, Leon Kraft, 1949)

Seic eine Codierung mit dem Quellenalphabet" und dem Codeal-
phabet! , undli sei die LŠnge desi-ten Codeworts. Dann gilt:

c kann prŠÞxfrei gewŠhlt werden#
!

i

1
|! |li

" 1

Die Aussage des Satz ist stŠrker als das, was wir bisher bewiesen ha-
ben. Die oben angestellte †berlegung hat die Richtung von rechts nach
links hervorgebracht, die Aussage des Satzes gilt aber auch in die an-
dere Richtung. Wird die KraftÕsche Ungleichung von einer Schar von
CodewortlŠngen ertfŸllt, so lŠsst sich ein prŠÞxfreier Code konstruie-
ren, dessen Codewšrter die gewŸnschte LŠngen aufweisen.

Wir werden nun herausarbeiten, wie sich ein solcher Code konstruieren
lŠsst und nehmen an,l1, l2, . . . , ln sei eine Folge vonnnatŸrlichen Zahlen
mit

n!

i= 1

li " 1 (1.3)
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Kraft‘sche Ungleichung
" Binärcode-Konstruktion 


" Gegeben:                       mit   

" Wir nehmen an, die Zahlen                      sind absteigend sortiert 
 


" Bilde jetzt nacheinander die Summen


" und schreibe diese in Binärdarstellung auf

" Extrahiere von der i-ten Zahl die ersten l i Nachkommastellen


" Diese Bitsequenz ist das i-te Codewort

11

4, 4, 3, 3, 2, 2

0, 0000 0000
+ 2! 4 0,0001

0, 0001 0001
+ 2! 3 0,001

0, 0011 001
+ 2! 3 0,001

0, 0101 010
+ 2! 2 0,01

0, 1001 10
+ 2! 2 0,01

0, 1101 11

C = { 0000,0001,001,010,10,11}

Abbildung 1.10: Konstruktion eines prŠ-
Þxfreien Codes, dessen Codewšrter die vor-
gegeben LŠngen besitzen.

1.2 LŠngenvariable Codes 17

Dieses Ergebnis lŠsst sich problemlos verallgemeinern, wenn wir dabei
zwei Dinge beachten (vgl. Abbildung 1.9):

! Im Allgemeinen ist der Baum eines prŠÞxfreien Codes kein BinŠr-
baum, sondern ein Baum, dessen innere Knoten bis zu|! | Nachfol-
ger haben. Das bedeutet, dass jedes Element mit dem Gewicht1

|! |li
in die Summe (1.2) eingeht.

! Der Codebaum eines prŠÞxfreien Codes muss nicht saturiert sein,
d. h., es kann innere Knoten mit weniger als|! | Kindern geben. In
diesem Fall fŸhrt nicht jeder Ausgang unseres Zufallsexperiments zu
einem Symbol des Quellenalphabets, so dass wir das Gleichheitszei-
chen in (1.2) durch â" Ô ersetzen mŸssen.

Insgesamt folgt aus unserer †berlegung, dass jeder prŠÞxfreie Code
notwendigerweise die folgende Bedingung erfŸllen muss:

!

i

1
|! |li

" 1

Was wir hier vor uns haben, ist dieKraftÕschen Ungleichung, die von
Leon Gordon Kraft im Jahr 1949 aufgestellt wurde und eine prinzipielle
Limitierung prŠÞxfreier Codierungen zum Ausdruck bringt [?]:

Satz 1.1 (KraftÕsche Ungleichung, Leon Kraft, 1949)

Seic eine Codierung mit dem Quellenalphabet" und dem Codeal-
phabet! , undli sei die LŠnge desi-ten Codeworts. Dann gilt:

c kann prŠÞxfrei gewŠhlt werden#
!

i

1
|! |li

" 1

Die Aussage dieses Satz ist stŠrker als das bisher Bewiesene. Die oben
angestellte †berlegung hat die Richtung von links nach rechts hervor-
gebracht, die Aussage des Satzes gilt aber auch in die andere Richtung.
Wird die KraftÕsche Ungleichung erfŸllt, so existiert ein prŠÞxfreier Co-
de, dessen Codewšrter die gewŸnschten LŠngen aufweisen.

Wir werden nun herausarbeiten, wie sich ein solcher Code konstruieren
lŠsst. Wir fŸhren den Beweis zunŠchst fŸr Codes (|! | = 2), es sei also
l0, l1, . . . , ln! 1 eine Folge vonn natŸrlichen Zahlen mit

!

i

1
2li

" 1 (1.3)

4, 4, 3, 3, 2, 2

0, 0000 0000
+ 2! 4 0,0001

0, 0001 0001
+ 2! 3 0,001

0, 0011 001
+ 2! 3 0,001

0, 0101 010
+ 2! 2 0,01

0, 1001 10
+ 2! 2 0,01

0, 1101 11

C = { 0000,0001,001,010,10,11}

Abb. 1.10: Konstruktion eines prŠÞxfreien
Codes, dessen Codewšrter die vorgegebe-
nen LŠngen aufweisen.
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! Im Allgemeinen ist der Baum eines prŠÞxfreien Codes kein BinŠr-
baum, sondern ein Baum, dessen innere Knoten bis zu!! ! Nachfol-
ger haben. Das bedeutet, dass jedes Codewort mit dem Gewicht1

!! !li
in die Summe (1.2) eingeht.

! Der Codebaum eines prŠÞxfreien Codes muss nicht saturiert sein; es
kann also innere Knoten mit weniger als!! ! Kindern geben. In die-
sem Fall fŸhrt nicht jeder Ausgang unseres Zufallsexperiments zu
einem Symbol des Quellenalphabets, so dass wir das Gleichheits-
zeichen in (1.2) durch â! Ô ersetzen mŸssen.

Insgesamt folgt aus unserer †berlegung, dass ausnahmslos jeder prŠ-
Þxfreie Code die folgende Bedingung erfŸllt:

!
i

1
!! !li

! 1 (1.3)

Was wir hier vor uns haben, ist dieKraftÕschen Ungleichung, mit der Le-
on Gordon Kraft im Jahr 1949 eine prinzipielle Limitierung prŠÞxfreier
Codes zum Ausdruck brachte [51]:

Satz 1.1 (KraftÕsche Ungleichung, Leon Kraft, 1949)

FŸr jede Folgel1, . . . , ln von natŸrlichen Zahlen gilt:

Es existiert ein prŠÞxfreier Code mit dem Code-
alphabet! und den CodewortlŠngenl1, . . . , ln

! !
i

1
!! !li

! 1

Die Aussage dieses Satz ist stŠrker als das bis jetzt Bewiesene. Die oben
angestellte †berlegung hat die Richtung von links nach rechts hervor-
gebracht, die Aussage des Satzes gilt aber auch in die andere Richtung.
Wird die KraftÕsche Ungleichung erfŸllt, so existiert ein prŠÞxfreier Co-
de, dessen Codewšrter die gewŸnschten LŠngen aufweisen.

Wir werden nun herausarbeiten, wie sich ein solcher Code konstruieren
lŠsst, und gehen dabei zunŠchst von einem binŠren Codealphabet aus.
Es sei also!! ! = 2, und l1, l2, . . . , ln sei eine Folge vonn natŸrlichen
Zahlen mit

!
i

1
2li

! 1

Wir nehmen an, die Zahlen sind absteigen sortiert: es istli " li+1.

4, 4, 3, 3, 2, 2

0, 0000 0000
+ 2! 4 0,0001

0, 0001 0001
+ 2! 3 0,001

0, 0011 001
+ 2! 3 0,001

0, 0101 010
+ 2! 2 0,01

0, 1001 10
+ 2! 2 0,01

0, 1101 11

C = { 0000,0001,001,010,10,11}

Abb. 1.10: Konstruktion eines prŠÞxfreien
Codes, dessen Codewšrter die vorgegebe-
nen LŠngen aufweisen.

20 1 Codierungen, Codes und Information

! Im Allgemeinen ist der Baum eines prŠÞxfreien Codes kein BinŠr-
baum, sondern ein Baum, dessen innere Knoten bis zu!! ! Nachfol-
ger haben. Das bedeutet, dass jedes Codewort mit dem Gewicht1

!! !li
in die Summe (1.2) eingeht.

! Der Codebaum eines prŠÞxfreien Codes muss nicht saturiert sein; es
kann also innere Knoten mit weniger als!! ! Kindern geben. In die-
sem Fall fŸhrt nicht jeder Ausgang unseres Zufallsexperiments zu
einem Symbol des Quellenalphabets, so dass wir das Gleichheits-
zeichen in (1.2) durch â! Ô ersetzen mŸssen.

Insgesamt folgt aus unserer †berlegung, dass ausnahmslos jeder prŠ-
Þxfreie Code die folgende Bedingung erfŸllt:

!
i

1
!! !li

! 1 (1.3)

Was wir hier vor uns haben, ist dieKraftÕschen Ungleichung, mit der Le-
on Gordon Kraft im Jahr 1949 eine prinzipielle Limitierung prŠÞxfreier
Codes zum Ausdruck brachte [51]:

Satz 1.1 (KraftÕsche Ungleichung, Leon Kraft, 1949)

FŸr jede Folgel1, . . . , ln von natŸrlichen Zahlen gilt:

Es existiert ein prŠÞxfreier Code mit dem Code-
alphabet! und den CodewortlŠngenl1, . . . , ln

! !
i

1
!! !li

! 1

Die Aussage dieses Satz ist stŠrker als das bis jetzt Bewiesene. Die oben
angestellte †berlegung hat die Richtung von links nach rechts hervor-
gebracht, die Aussage des Satzes gilt aber auch in die andere Richtung.
Wird die KraftÕsche Ungleichung erfŸllt, so existiert ein prŠÞxfreier Co-
de, dessen Codewšrter die gewŸnschten LŠngen aufweisen.

Wir werden nun herausarbeiten, wie sich ein solcher Code konstruieren
lŠsst, und gehen dabei zunŠchst von einem binŠren Codealphabet aus.
Es sei also!! ! = 2, und l1, l2, . . . , ln sei eine Folge vonn natŸrlichen
Zahlen mit

!
i

1
2li

! 1

Wir nehmen an, die Zahlen sind absteigen sortiert: es istli " li+1.

3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 1

0, 000 000
+ 3! 3 0,001

0, 001 001
+ 3! 3 0,001

0, 002 002
+ 3! 3 0,001

0, 010 010
+ 3! 3 0,001

0, 011 011
+ 3! 3 0,001

0, 012 012
+ 3! 3 0,001

0, 020 020
+ 3! 2 0,01

0, 100 10
+ 3! 2 0,01

0, 110 11
+ 3! 2 0,01

0, 120 12
+ 3! 1 0,1

0, 220 2

C = { 000,001,002,010,011,

012,020,10,11,12,2}

Abb. 1.11: Die durchgefŸhrte Rechnung
bringt eines prŠÞxfreien Codes mit einem
dreielementigen Codealphabet hervor.

1.3 LŠngenvariable Codes 21

Um den gewŸnschten Code zu konstruieren, bilden wir jetzt nacheinan-
der die Summens1 bissn mit

s1 != 0 (1.4)

si+1 != si + 2! li+1 (1.5)

und schreiben die ermittelten Zahlenwerte in BinŠrdarstellung auf. Ex-
trahieren wir von deri-ten Zahl die erstenli Nachkommaziffern, so ent-
steht ein Code, dessen Codewšrter die gewŸnschten LŠngen aufweisen.
Abbildung 1.10 verdeutlicht die Konstruktion am Beispiel der Folge

4,4,3,3,2,2

Ein Blick auf die Codewšrter zeigt, dass der erzeugte Code tatsŠchlich
prŠÞxfrei ist. Wir werden nun beweisen, dass die Konstruktion immer
zu einem prŠÞxfreien Code fŸhrt, solange die CodewortlŠngen die Un-
gleichung (1.3) erfŸllen.

ZunŠchst folgt aus (1.5) die Beziehung

si+ j = si+ j! 1 + 2! li+ j ! si + 2! li+ j , (1 " j " n" i)

die wir folgenderma§en umschreiben kšnnen:

si+ j " si ! 2! li+ j (1.6)

Wir nehmen jetzt an, der erzeugte Code sei nicht prŠÞxfrei. Dann exis-
tieren zwei Summensi und si+ j , so dasssi+ j in den erstenli+ j Nach-
kommastellen mitsi Ÿbereinstimmt. Die Voraussetzung

!
i

1
2li

" 1

sorgt dafŸr, dass die Vorkammaanteile vonsi und si+ j beide gleich0
sind. Das bedeutet, dasssi undsi+ j so nahe beieinander liegen, dass die
Differenz weniger als2! li+ j betrŠgt:

si+ j " si < 2! li+ j

Dies steht im Widerspruch zu (1.6), so dass wir die Annahme, der Code
sei nicht prŠÞxfrei, verwerfen mŸssen.

Die Konstruktion ist so gestaltet, dass sie einen BinŠrcode hervorbringt,
lŠsst sich aber ohne Weiteres auf beliebige Codealphabete Ÿbertragen.
Ist ein Codealphabet! mit b Elementen gegeben, mŸssen wir in (1.5)
lediglich den Ausdruck2! li+1 durchb! li+1 ersetzen und die ermittelten
Zahlenwerte in ihrerb-adischen Darstellung, d. h. als Zahlen zur Basis
b, aufschreiben (Abbildung 1.11). Damit ist auch die RŸckrichtung von
Satz 1.1 bewiesen. #
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Braille-Schrift (Auszug)

Louis Braille (1809 Ð 1852)

Abbildung 1.16: Louis Braille usw.
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c 110000
d 110100
e 100100
f 111000
g 111100
h 101100
i 011000
j 011100
k 100010
l 101010

m 110010
n 110110
o 100110
p 111010
q 111110
r 101110
s 011010
t 011110
u 100011
v 101011
w 011101
x 110011

y 110111
z 100111
1 100000
2 101000
3 110000
4 110100
5 100100
6 111000
7 111100
8 101100
9 011000
0 011110

Abbildung 1.15: Der Brailleschrift ist ein klassischer Blockcode. Alle Codewšrter haben die gleiche LŠnge.

1.3.1 Zeichencodes

Als Beispiel fŸr einen Zeichencode ist auf der linken Seite von Abbil-
dung 1.15 ein Auszug aus der Brailleschrift zu sehen, die der Franzose
Louis Braille im frŸhen neunzehnten Jahrhundert entwickelt hat. Jeder
Buchstabe wird durch eine Punktmatrix reprŠsentiert, die drei Zeilen
hoch und zwei Spalten breit ist. Die Brailleschrift ist eine Blinden-
schrift. Damit ein Zeichen taktil erfasst werden kann, werden die dick
dargestellten Punkte mit einem Braille-Drucker von hinten in das Pa-
pier gepresst. Jeder Punkt ist dann als kleiner Hubbel mit dem Finger
fŸhlbar. Die Braille-Schrift ist zu dem binŠren Blockcode Šquivalent,
der auf der rechten Seite von Abbildung 1.15 zu sehen ist. Dieser ist da-
durch entstanden, das die zweidimensionale Punktmuster eins zu eins
in einen 6-stellige BinŠrzahl Ÿbertragen wurden.

Eine der bekanntesten und im computerbereich wichtigsten Zeichenco-
des ist derAmerican Standard Code for Information Interchange, kurz
ASCII. Obwohl seine historischen Wurzeln bis in die AnfŠnge der Sech-
zigerjahre zurŸckreichen, wird der Code auch heute noch von fast allen
Betriebssystemen und Programmiersprachen unterstŸtzt. In seiner Rein-
form besteht der ASCII-Code aus128 Zeichen, die mit jeweils7 Bit

Louis Braille (1809 - 1852)
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Braille-Schrift (Auszug) Äquivalenter Binärcode

Louis Braille (1809 Ð 1852)

Abbildung 1.16: Louis Braille usw.
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Abbildung 1.15: Der Brailleschrift ist ein klassischer Blockcode. Alle Codewšrter haben die gleiche LŠnge.

1.3.1 Zeichencodes

Als Beispiel fŸr einen Zeichencode ist auf der linken Seite von Abbil-
dung 1.15 ein Auszug aus der Brailleschrift zu sehen, die der Franzose
Louis Braille im frŸhen neunzehnten Jahrhundert entwickelt hat. Jeder
Buchstabe wird durch eine Punktmatrix reprŠsentiert, die drei Zeilen
hoch und zwei Spalten breit ist. Die Brailleschrift ist eine Blinden-
schrift. Damit ein Zeichen taktil erfasst werden kann, werden die dick
dargestellten Punkte mit einem Braille-Drucker von hinten in das Pa-
pier gepresst. Jeder Punkt ist dann als kleiner Hubbel mit dem Finger
fŸhlbar. Die Braille-Schrift ist zu dem binŠren Blockcode Šquivalent,
der auf der rechten Seite von Abbildung 1.15 zu sehen ist. Dieser ist da-
durch entstanden, das die zweidimensionale Punktmuster eins zu eins
in einen 6-stellige BinŠrzahl Ÿbertragen wurden.

Eine der bekanntesten und im computerbereich wichtigsten Zeichenco-
des ist derAmerican Standard Code for Information Interchange, kurz
ASCII. Obwohl seine historischen Wurzeln bis in die AnfŠnge der Sech-
zigerjahre zurŸckreichen, wird der Code auch heute noch von fast allen
Betriebssystemen und Programmiersprachen unterstŸtzt. In seiner Rein-
form besteht der ASCII-Code aus128 Zeichen, die mit jeweils7 Bit

Louis Braille
(1809 Ð 1852)

Abb. 3.15:BronzebŸste von Louis Braille
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Abb. 3.14:Die Brailleschrift ist ein klassischer Blockcode. Alle Codewšrter haben die gleiche LŠnge.

3.4.1 Zeichencodes

Brailleschrift

Auf der linken Seite in Abbildung 3.14 ist ein bekannter Zeichencode zu
sehen, der nach dem Franzosen Louis Braille benannt ist. Braille hatte
sie im frŸhen neunzehnten Jahrhundert entwickelt, um blinden Men-
schen das Lesen zu ermšglichen (Abbildung 3.15).

In derBrailleschriftwird jeder Buchstabe durch eine Punktmatrix reprŠ-
sentiert, die drei Zeilen hoch und zwei Spalten breit ist. Gelesen wird ein
Text durch das †berstreichen mit dem Finger. Damit ein Schriftsymbol
taktil erfasst werden kann, werden die dick dargestellten Punkte mit ei-
nem Brailledrucker so von hinten in Papier gepresst, dass sie als kleine
Erhebungen fŸhlbar werden.

Die Brailleschrift ist zu dem binŠren Blockcode Šquivalent, der in Ab-
bildung 3.14 in der rechten Spalte zu sehen ist. Dieser ist ganz ein-
fach dadurch entstanden, dass die zweidimensionalen Muster Punkt fŸr
Punkt in eine 6-stellige BinŠrzahl Ÿbertragen wurden.
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Blockcodes
" Definition


" Alle Codewörter besitzen die gleiche Länge

" Beispiel: Der genetische Code


"  

" Jedes Symbol steht für eine von 20 Aminosäuren  


"  

" Jedes Symbol steht für eine von 4 Basen

14

x c(x) Alternative Codewšrter

A GCT GCC, GCA, GCG
R CGT CGC, CGA, CGG,

AGA, AGG
N AAT AAC
D GAT GAC
C TGT TGC
Q GAA GAG
E CAA CAG
G GGT GGC, GGA, GGG
H CAT CAC
I ATT ATC, ATA
L TTA TTG, CTT, CTC,

CTA, CTG
K AAA AAG
M ATG
F TTT TTC
P CCT CCC, CCA, CCG
S TCT TCC, TCA, TCG,

AGT, AGC
T ACT ACC, ACA, ACG
W TGG
Y TAT TAC
V GTT GTC, GTA, GTG

Abbildung 1.12: Der genetische Code

20 1 Codierungen, Codes und Information

Die Konstruktion ist so gestaltet, dass sie einen BinŠrcode hervorbringt;
sie lŠsst sich aber ohne Weiteres auf beliebige Codealphabete Ÿbertra-
gen. Ist ein Codealphabet! mit b Elementen gegeben, mŸssen wir in
(1.5) lediglich den Ausdruck2! li+ 1 durchb! li+ 1 ersetzen und die ermit-
telten Zahlenwerte in ihrerb-adischen Darstellung, d. h. als Zahlen zur
Basisb, aufschreiben. Abbildung 1.11 zeigt die Code-Konstruktion an
einem konkreten Beispiel mitb = 3.

1.3 Blockcodes

Ein Code fŠllt in diese Klasse, wenn alle Codewšrter die gleiche LŠnge
aufweisen. Blockcodes kommen in vielen AusprŠgungen vor, von denen
wir viele in den folgenden Abschnitten antreffen werden.

Als erstes betrachten wir einen Code Ÿber dem Quellenalphabet

" := { A,R,N,D,C,Q,E,G,H, I,L,K,M,F,P,S,T,W,Y,V }

und Codealphabet

! = { A,G,C,T }

Die Code-Tabelle in Abbildung 1.12 zeigt, dass jedem Quellensymbol
eine Sequenz zugeordnet wird, die aus genau drei Symbolen des Code-
alphabets besteht. Wir reden in diesem Fall von einemTriplett.

Abbildung 1.13: Die 46 Chromosome des
Menschen sind fadenfšrmige Riesenmole-
kŸle, die die Form einer Doppelhelix be-
sitzten (Abbildung??). Diese Doppelhelix
ist die DesoxyribonukleinsŠure(desoxyri-
bonuklein acid, kurz DNA). Die Sprossen
der Doppelhelix werden durch je zweiNu-
kleotidegebildet. Jedes Nukleotid besteht
aus einem Zucker, einem Phosphat und ei-
ner von vier mšglichenBasen: dem Ade-
nin (A), demGuatin(G), demCytosin(C)
oder demThymian(T). Die Abfolge dieser
Basen codiert die Erbinformation. Die Nu-
kleotide treten immer Paaren aus. Ademin
und Thymin bilden ein solches Paar, genau-
so wie Cytosin und Guanin.
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Cytosin

C A G T C A G T C A G T C A
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Basen codiert die Erbinformation. Die Nu-
kleotide treten immer Paaren aus. Ademin
und Thymin bilden ein solches Paar, genau-
so wie Cytosin und Guanin.

Adenin

GuaninThymin

Cytosin

C A G T C A G T C A G T C A

Gln Ser Val Ser

Chromosom

DNA-
Strang

x c(x) Alternative Codewšrter

A GCT GCC, GCA, GCG
R CGT CGC, CGA, CGG,

AGA, AGG
N AAT AAC
D GAT GAC
C TGT TGC
Q GAA GAG
E CAA CAG
G GGT GGC, GGA, GGG
H CAT CAC
I ATT ATC, ATA
L TTA TTG, CTT, CTC,

CTA, CTG
K AAA AAG
M ATG
F TTT TTC
P CCT CCC, CCA, CCG
S TCT TCC, TCA, TCG,

AGT, AGC
T ACT ACC, ACA, ACG
W TGG
Y TAT TAC
V GTT GTC, GTA, GTG

Abbildung 1.12: Der genetische Code
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Die Konstruktion ist so gestaltet, dass sie einen BinŠrcode hervorbringt;
sie lŠsst sich aber ohne Weiteres auf beliebige Codealphabete Ÿbertra-
gen. Ist ein Codealphabet! mit b Elementen gegeben, mŸssen wir in
(1.5) lediglich den Ausdruck2! li+ 1 durchb! li+ 1 ersetzen und die ermit-
telten Zahlenwerte in ihrerb-adischen Darstellung, d. h. als Zahlen zur
Basisb, aufschreiben. Abbildung 1.11 zeigt die Code-Konstruktion an
einem konkreten Beispiel mitb = 3.

1.3 Blockcodes

Ein Code fŠllt in diese Klasse, wenn alle Codewšrter die gleiche LŠnge
aufweisen. Blockcodes kommen in vielen AusprŠgungen vor, von denen
wir viele in den folgenden Abschnitten antreffen werden.

Als erstes betrachten wir einen Code Ÿber dem Quellenalphabet

" := { A,R,N,D,C,Q,E,G,H, I,L,K,M,F,P,S,T,W,Y,V }

und Codealphabet

! := { A,G,C,T }

Die Code-Tabelle in Abbildung 1.12 zeigt, dass jedem Quellensymbol
eine Sequenz zugeordnet wird, die aus genau drei Symbolen des Code-
alphabets besteht. Wir reden in diesem Fall von einemTriplett.

Abbildung 1.13: Die 46 Chromosome des
Menschen sind fadenfšrmige Riesenmole-
kŸle, die die Form einer Doppelhelix be-
sitzten (Abbildung??). Diese Doppelhelix
ist die DesoxyribonukleinsŠure(desoxyri-
bonuklein acid, kurz DNA). Die Sprossen
der Doppelhelix werden durch je zweiNu-
kleotidegebildet. Jedes Nukleotid besteht
aus einem Zucker, einem Phosphat und ei-
ner von vier mšglichenBasen: dem Ade-
nin (A), demGuatin(G), demCytosin(C)
oder demThymian(T). Die Abfolge dieser
Basen codiert die Erbinformation. Die Nu-
kleotide treten immer Paaren aus. Ademin
und Thymin bilden ein solches Paar, genau-
so wie Cytosin und Guanin.
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C A G T C A G T C A G T C A

Gln Ser Val Ser
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DNA-
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Serin
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Abbildung 1.14: AminosŠuren sind die Grundbausteine der Proteine

" In den Ribosomen einer Zelle

" wird die RNS (eine Abschrift der im Zellkern enthaltenen DNA) abgelesen

" und aus den dekodierten Aminosäuren ein Protein synthetisiert

Das Myoglobin (ein Protein) 
besteht aus 153 Aminosäuren 
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Lineare Codes
" Wir betrachten


" Blockcodes, deren Codealphabet Π ein endlicher Körper F ist

" Dann sind die Codewörter Elemente des Vektorraums Fn


" n ist die Länge der Codewörter


" Beispiel: Vektorraum  


" Beachte!

" Die Codierungen sind verschieden, aber c1, c2, c3 erzeugen den gleichen Code

" Die Menge der Codewörter von c1, c2 und c3 sind ein Untervektorraum von 
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! Codierungc1

!x c1(!x)
00 000
01 011
10 101
11 110

! Codierungc2

!x c2(!x)
00 000
01 101
10 011
11 110

! Codierungc3

!x c3(!x)
00 110
01 101
10 011
11 000

! Codierungc4

!x c4(!x)
00 000
01 001
10 010
11 100

Abbildung 1.19: Vier Blockcodierungen
mit Codewšrtern aus dem VektorraumZ3
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Abbildung 1.20: Untervektorraum vonZ3
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Die Bitmuster desStibitz-Codessind im Vergleich zu den Bitmustern
der BCD-Darstellung um drei verschoben. Aus diesem Grund wird
der Stibitz-Code auch alsExcess-3-Codebezeichnet. Im Gegensatz
zum BCD-Code kann dasNeunerkomplement, das zu einer Dezi-
malziffer z den Wert9! z berechnet, durch das simple Kippen aller
Bits berechnet werden. Das Neunerkomplement wird zum AusfŸh-
ren der Subtraktion benštigt, so dass sich arithmetische Operationen
im Stibitz-Code einfacher ausfŸhren lassen als im BCD-Code.

! Aiken-Code

Der Aiken-Code teilt mit dem Stibitz-Code die erstrebenswerte Ei-
genschaft, das sich das Neunerkomplement lŠsst sich auf einfache
Weise durch das simple Invertieren aller Bits erzeugen lŠsst. Anders
als im Stibitz-Code lŠsst sich jeder Bitposition mit2, 4, 2 und1 je-
doch wieder eine feste Stelligkeit zuordnen. Aus diesem Grund wird
der Aiken-Code landlŠuÞg auch als2421-Codebezeichnet.

! Gray-Code

Der Gray-Codezeichnet sich dadurch aus, dass sich die Bitmuster
zweier benachbarter Ziffern in genau einem Bit unterscheiden [?].
Damit fŠllt der Gray-Code in die Klasse derprogressivenoderein-
schrittigen Codes. Genau wie im Falle dermehrschrittigenBCD-,
Stibitz- und Aiken-Codes kšnnen wir jede Dezimalzahl ziffernwei-
se mit dem Gray-Code codieren. Wie Tabelle 1.4 zeigt, geht die Ei-
genschaft der Einschrittigkeit allerdings beim Wechsel von9 auf 0
verloren. Abhilfe schafft dererweiterte Gray-Code, der den gesam-
ten Zahlenraum einer Tetrade ausnutzt und alle Zahlen zwischen0
und 15 in einer einzigen Tetrade codiert. Hierdurch bleibt die Ein-
schrittigkeit auch bei einem †berlauf erhalten Ð das Bitmuster1000
geht dann durch den Wechsel eines einzigen Bits in das Bitmuster
0000Ÿber.

1.3.3 Lineare Codes

In diesem Abschnitt betrachten wir Blockcodes, deren Codealphabet!
ein endlicher KšrperF ist. Haben die Codewšrter die LŠngen, so kšn-
nen wir sie als Elemente des VektorraumsFn auffassen. Als Beispiel
benutzen wir den endlichen KšrperZ2, mit dem wir aus Abschnitt??
gut vertraut sind, und setzenn = 3. Abbildung?? zeigt drei Codierun-
gen, deren Codewšrter eine Teilmenge des VektorraumsZ3

2 bilden.

Allem anderen voran lehren uns die Beispiele, dass wir pedantisch zwi-
schen Codierungen und Codes unterscheiden mŸssen.c1, c2 undc3 sind

! Codierungc1

!x c1(!x)
00 000
01 011
10 101
11 110

! Codierungc2

!x c2(!x)
00 000
01 101
10 011
11 110

! Codierungc3

!x c3(!x)
00 110
01 101
10 011
11 000

! Codierungc4

!x c4(!x)
00 000
01 001
10 010
11 100

Abbildung 1.19: Vier Blockcodierungen
mit Codewšrtern aus dem VektorraumZ3
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der BCD-Darstellung um drei verschoben. Aus diesem Grund wird
der Stibitz-Code auch alsExcess-3-Codebezeichnet. Im Gegensatz
zum BCD-Code kann dasNeunerkomplement, das zu einer Dezi-
malziffer z den Wert9! z berechnet, durch das simple Kippen aller
Bits berechnet werden. Das Neunerkomplement wird zum AusfŸh-
ren der Subtraktion benštigt, so dass sich arithmetische Operationen
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! Aiken-Code
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doch wieder eine feste Stelligkeit zuordnen. Aus diesem Grund wird
der Aiken-Code landlŠuÞg auch als2421-Codebezeichnet.

! Gray-Code

Der Gray-Codezeichnet sich dadurch aus, dass sich die Bitmuster
zweier benachbarter Ziffern in genau einem Bit unterscheiden [?].
Damit fŠllt der Gray-Code in die Klasse derprogressivenoderein-
schrittigen Codes. Genau wie im Falle dermehrschrittigenBCD-,
Stibitz- und Aiken-Codes kšnnen wir jede Dezimalzahl ziffernwei-
se mit dem Gray-Code codieren. Wie Tabelle 1.4 zeigt, geht die Ei-
genschaft der Einschrittigkeit allerdings beim Wechsel von9 auf 0
verloren. Abhilfe schafft dererweiterte Gray-Code, der den gesam-
ten Zahlenraum einer Tetrade ausnutzt und alle Zahlen zwischen0
und 15 in einer einzigen Tetrade codiert. Hierdurch bleibt die Ein-
schrittigkeit auch bei einem †berlauf erhalten Ð das Bitmuster1000
geht dann durch den Wechsel eines einzigen Bits in das Bitmuster
0000Ÿber.

1.3.3 Lineare Codes

In diesem Abschnitt betrachten wir Blockcodes, deren Codealphabet!
ein endlicher KšrperF ist. Haben die Codewšrter die LŠngen, so kšn-
nen wir sie als Elemente des VektorraumsFn auffassen. Als Beispiel
benutzen wir den endlichen KšrperZ2, mit dem wir aus Abschnitt??
gut vertraut sind, und setzenn = 3. Abbildung?? zeigt drei Codierun-
gen, deren Codewšrter eine Teilmenge des VektorraumsZ3

2 bilden.

Allem anderen voran lehren uns die Beispiele, dass wir pedantisch zwi-
schen Codierungen und Codes unterscheiden mŸssen.c1, c2 undc3 sind

! Codierungc1

!x c1(!x)
00 000
01 011
10 101
11 110

! Codierungc2

!x c2(!x)
00 000
01 101
10 011
11 110

! Codierungc3

!x c3(!x)
00 110
01 101
10 011
11 000
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Die Bitmuster desStibitz-Codessind im Vergleich zu den Bitmustern
der BCD-Darstellung um drei verschoben. Aus diesem Grund wird
der Stibitz-Code auch alsExcess-3-Codebezeichnet. Im Gegensatz
zum BCD-Code kann dasNeunerkomplement, das zu einer Dezi-
malziffer z den Wert9! z berechnet, durch das simple Kippen aller
Bits berechnet werden. Das Neunerkomplement wird zum AusfŸh-
ren der Subtraktion benštigt, so dass sich arithmetische Operationen
im Stibitz-Code einfacher ausfŸhren lassen als im BCD-Code.

! Aiken-Code

Der Aiken-Code teilt mit dem Stibitz-Code die erstrebenswerte Ei-
genschaft, das sich das Neunerkomplement lŠsst sich auf einfache
Weise durch das simple Invertieren aller Bits erzeugen lŠsst. Anders
als im Stibitz-Code lŠsst sich jeder Bitposition mit2, 4, 2 und1 je-
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Damit fŠllt der Gray-Code in die Klasse derprogressivenoderein-
schrittigen Codes. Genau wie im Falle dermehrschrittigenBCD-,
Stibitz- und Aiken-Codes kšnnen wir jede Dezimalzahl ziffernwei-
se mit dem Gray-Code codieren. Wie Tabelle 1.4 zeigt, geht die Ei-
genschaft der Einschrittigkeit allerdings beim Wechsel von9 auf 0
verloren. Abhilfe schafft dererweiterte Gray-Code, der den gesam-
ten Zahlenraum einer Tetrade ausnutzt und alle Zahlen zwischen0
und 15 in einer einzigen Tetrade codiert. Hierdurch bleibt die Ein-
schrittigkeit auch bei einem †berlauf erhalten Ð das Bitmuster1000
geht dann durch den Wechsel eines einzigen Bits in das Bitmuster
0000Ÿber.

1.3.3 Lineare Codes

In diesem Abschnitt betrachten wir Blockcodes, deren Codealphabet!
ein endlicher KšrperF ist. Haben die Codewšrter die LŠngen, so kšn-
nen wir sie als Elemente des VektorraumsFn auffassen. Als Beispiel
benutzen wir den endlichen KšrperZ2, mit dem wir aus Abschnitt??
gut vertraut sind, und setzenn = 3. Abbildung?? zeigt drei Codierun-
gen, deren Codewšrter eine Teilmenge des VektorraumsZ3
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Allem anderen voran lehren uns die Beispiele, dass wir pedantisch zwi-
schen Codierungen und Codes unterscheiden mŸssen.c1, c2 undc3 sind

! Codierungc1

!x c1(!x)
00 000
01 011
10 101
11 110
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!x c2(!x)
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der BCD-Darstellung um drei verschoben. Aus diesem Grund wird
der Stibitz-Code auch alsExcess-3-Codebezeichnet. Im Gegensatz
zum BCD-Code kann dasNeunerkomplement, das zu einer Dezi-
malziffer z den Wert9! z berechnet, durch das simple Kippen aller
Bits berechnet werden. Das Neunerkomplement wird zum AusfŸh-
ren der Subtraktion benštigt, so dass sich arithmetische Operationen
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! Aiken-Code

Der Aiken-Code teilt mit dem Stibitz-Code die erstrebenswerte Ei-
genschaft, das sich das Neunerkomplement lŠsst sich auf einfache
Weise durch das simple Invertieren aller Bits erzeugen lŠsst. Anders
als im Stibitz-Code lŠsst sich jeder Bitposition mit2, 4, 2 und1 je-
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zweier benachbarter Ziffern in genau einem Bit unterscheiden [?].
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se mit dem Gray-Code codieren. Wie Tabelle 1.4 zeigt, geht die Ei-
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geht dann durch den Wechsel eines einzigen Bits in das Bitmuster
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In diesem Abschnitt betrachten wir Blockcodes, deren Codealphabet!
ein endlicher KšrperF ist. Haben die Codewšrter die LŠngen, so kšn-
nen wir sie als Elemente des VektorraumsFn auffassen. Als Beispiel
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der BCD-Darstellung um drei verschoben. Aus diesem Grund wird
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ren der Subtraktion benštigt, so dass sich arithmetische Operationen
im Stibitz-Code einfacher ausfŸhren lassen als im BCD-Code.

! Aiken-Code

Der Aiken-Code teilt mit dem Stibitz-Code die erstrebenswerte Ei-
genschaft, das sich das Neunerkomplement lŠsst sich auf einfache
Weise durch das simple Invertieren aller Bits erzeugen lŠsst. Anders
als im Stibitz-Code lŠsst sich jeder Bitposition mit2, 4, 2 und1 je-
doch wieder eine feste Stelligkeit zuordnen. Aus diesem Grund wird
der Aiken-Code landlŠuÞg auch als2421-Codebezeichnet.

! Gray-Code

Der Gray-Codezeichnet sich dadurch aus, dass sich die Bitmuster
zweier benachbarter Ziffern in genau einem Bit unterscheiden [?].
Damit fŠllt der Gray-Code in die Klasse derprogressivenoderein-
schrittigen Codes. Genau wie im Falle dermehrschrittigenBCD-,
Stibitz- und Aiken-Codes kšnnen wir jede Dezimalzahl ziffernwei-
se mit dem Gray-Code codieren. Wie Tabelle 1.4 zeigt, geht die Ei-
genschaft der Einschrittigkeit allerdings beim Wechsel von9 auf 0
verloren. Abhilfe schafft dererweiterte Gray-Code, der den gesam-
ten Zahlenraum einer Tetrade ausnutzt und alle Zahlen zwischen0
und 15 in einer einzigen Tetrade codiert. Hierdurch bleibt die Ein-
schrittigkeit auch bei einem †berlauf erhalten Ð das Bitmuster1000
geht dann durch den Wechsel eines einzigen Bits in das Bitmuster
0000Ÿber.

1.3.3 Lineare Codes

In diesem Abschnitt betrachten wir Blockcodes, deren Codealphabet!
ein endlicher KšrperF ist. Haben die Codewšrter die LŠngen, so kšn-
nen wir sie als Elemente des VektorraumsFn auffassen. Als Beispiel
benutzen wir den endlichen KšrperZ2, mit dem wir aus Abschnitt??
gut vertraut sind, und setzenn = 3. Abbildung?? zeigt drei Codierun-
gen, deren Codewšrter eine Teilmenge des VektorraumsZ3

2 bilden.

Allem anderen voran lehren uns die Beispiele, dass wir pedantisch zwi-
schen Codierungen und Codes unterscheiden mŸssen.c1, c2 undc3 sind
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Lineare Codes

" Beispiel

" Die Codierungen c1,c2,c3 erzeugen den (geraden) 3-Bit-Paritätscode


" Aus der linearen Algebra ist bekannt...

" Jeder Untervektorraum hat eine Basis

" Basen lassen sich zu Generatormatrizen umschreiben
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unterschiedliche Codierungen, da sie, als Abbildung, betrachtet, ver-
schieden sind. Sie erzeugen aber den selben Code, da ihre Codewort-
mengen gleich sind.

Die ersten drei Codierungen nehmen eine weitere Sonderstellung ein.
Der Code, den sie erzeugen, ist nicht nur eine Teilmenge vonZ3

2; er ist
sogar ein Untervektorraum vonZ3

2. Codes mit dieser Eigenschaft tragen
einen eigenen Namen: sie hei§enlinear

DeÞnition 1.4 (Linearer Code)

SeiFn ein Vektorraum Ÿber einem endlichen KšrperF. Die Menge

C ! Fn ist einlinearer [n,k]-Code,

wenn sie einenk-dimensionalen Untervektorraum vonFn bildet.

Im Folgenden werden wir ab und an auch von linearen Codierungen
sprechen. Hierunter verstehen wir eine Codierung, deren Codewšrter
einen linearen Code bilden. Die Codierungenc1, c2 undc3 sind damit
lineare Codierungen,c4 dagegen nicht.

ParitŠtscode

Sehen wir die Code-Tabellen unserer Beispielcodierungen genauer an,
so kšnnen wir darin einen alten Bekannten entdecken. Die Codierungen
c1, c2 undc3 erzeugen den Untervektorraum aus Abbildung 1.20, dem
wir bereits auf Seite??begegnet sind.

Der Code, der durch diesen Vektorraum deÞniert wird, hat ebenfalls
einen prominenten Namen: er ist der geradeParitŠtscode(parity co-
de). Der Name geht auf die Eigenschaft seiner Codewšrter zurŸck, eine
gerade Anzahl an Einsen zu besitzen.

Aus Abschnitt?? sind wir mit dem Umgang mit VektorrŠumen wohl-
vertraut. Unter anderem hatten wir dort herausgearbeitet, dass sich Un-
tervektorrŠume mit Hilfe von Generatormatrizen erzeugen lassen. Hier-
zu wird eine Basis

{ !b1, !b2, . . . , !bk}

bestimmt und die Basisvektoren als die Zeilen einer Matrix betrachtet.
Auf diese Weise entsteht eine GeneratormatrixG mit k Zeilen undn
Spalten, die fŸr die Erzeugung der Codewšrter genutzt werden kann.

! Codierungc1

!x c1(!x)
00 000
01 011
10 101
11 110

! Codierungc2

!x c2(!x)
00 000
01 101
10 011
11 110

! Codierungc3

!x c3(!x)
00 110
01 101
10 011
11 000

! Codierungc4

!x c4(!x)
00 000
01 001
10 010
11 100

Abbildung 1.19: Vier Blockcodierungen
mit Codewšrtern aus dem VektorraumZ3

2.
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Abbildung 1.20: Untervektorraum vonZ3
2
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Die Bitmuster desStibitz-Codessind im Vergleich zu den Bitmustern
der BCD-Darstellung um drei verschoben. Aus diesem Grund wird
der Stibitz-Code auch alsExcess-3-Codebezeichnet. Im Gegensatz
zum BCD-Code kann dasNeunerkomplement, das zu einer Dezi-
malziffer z den Wert9! z berechnet, durch das simple Kippen aller
Bits berechnet werden. Das Neunerkomplement wird zum AusfŸh-
ren der Subtraktion benštigt, so dass sich arithmetische Operationen
im Stibitz-Code einfacher ausfŸhren lassen als im BCD-Code.

! Aiken-Code

Der Aiken-Code teilt mit dem Stibitz-Code die erstrebenswerte Ei-
genschaft, das sich das Neunerkomplement lŠsst sich auf einfache
Weise durch das simple Invertieren aller Bits erzeugen lŠsst. Anders
als im Stibitz-Code lŠsst sich jeder Bitposition mit2, 4, 2 und1 je-
doch wieder eine feste Stelligkeit zuordnen. Aus diesem Grund wird
der Aiken-Code landlŠuÞg auch als2421-Codebezeichnet.

! Gray-Code

Der Gray-Codezeichnet sich dadurch aus, dass sich die Bitmuster
zweier benachbarter Ziffern in genau einem Bit unterscheiden [?].
Damit fŠllt der Gray-Code in die Klasse derprogressivenoderein-
schrittigen Codes. Genau wie im Falle dermehrschrittigenBCD-,
Stibitz- und Aiken-Codes kšnnen wir jede Dezimalzahl ziffernwei-
se mit dem Gray-Code codieren. Wie Tabelle 1.4 zeigt, geht die Ei-
genschaft der Einschrittigkeit allerdings beim Wechsel von9 auf 0
verloren. Abhilfe schafft dererweiterte Gray-Code, der den gesam-
ten Zahlenraum einer Tetrade ausnutzt und alle Zahlen zwischen0
und 15 in einer einzigen Tetrade codiert. Hierdurch bleibt die Ein-
schrittigkeit auch bei einem †berlauf erhalten Ð das Bitmuster1000
geht dann durch den Wechsel eines einzigen Bits in das Bitmuster
0000Ÿber.

1.3.3 Lineare Codes

In diesem Abschnitt betrachten wir Blockcodes, deren Codealphabet!
ein endlicher KšrperF ist. Haben die Codewšrter die LŠngen, so kšn-
nen wir sie als Elemente des VektorraumsFn auffassen. Als Beispiel
benutzen wir den endlichen KšrperZ2, mit dem wir aus Abschnitt??
gut vertraut sind, und setzenn = 3. Abbildung?? zeigt drei Codierun-
gen, deren Codewšrter eine Teilmenge des VektorraumsZ3

2 bilden.

Allem anderen voran lehren uns die Beispiele, dass wir pedantisch zwi-
schen Codierungen und Codes unterscheiden mŸssen.c1, c2 undc3 sind

Codewörter:

! Codierungc1

!x c1(!x)
00 000
01 011
10 101
11 110

! Codierungc2

!x c2(!x)
00 000
01 101
10 011
11 110

! Codierungc3

!x c3(!x)
00 110
01 101
10 011
11 000

! Codierungc4

!x c4(!x)
00 000
01 001
10 010
11 100

Abbildung 1.19: Vier Blockcodierungen
mit Codewšrtern aus dem VektorraumZ3

2.
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Abbildung 1.20: Der ParitŠtscode, darge-
stellt als Untervektorraum vonZ3

2
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1.3.3 Lineare Codes

In diesem Abschnitt betrachten wir Blockcodes, deren Codealphabet!
ein endlicher KšrperF ist. Jedes Codewort kšnnen wir dann als ein
Element des VektorraumsFn auffassen, wobein die LŠnge der Code-
wšrter ist. Als Beispiel verwenden wir den endlichen KšrperZ2, den
wir aus Kapitel?? gut kennen, und setzenn = 3. Abbildung?? zeigt
vier verschiedene Codierungen, deren Codewšrter eine Teilmenge des
VektorraumsZ3

2 bilden.

Allem anderen voran lehren uns die Beispiele, dass wir pedantisch zwi-
schen Codierungen und Codes unterscheiden mŸssen.c1, c2 undc3 sind
verschiedene Codierungen, da sie die Quellensymbole unterschiedlich
abbilden. Nichtsdestotrotz erzeugen sie alle den gleichen Code, da die
Mengen ihrer Codewšrter identisch sind.

Die drei ersten Codierungen weisen eine weitere Besonderheit auf. Der
Code, den sie erzeugen, ist nicht nur eine Teilmenge vonZ3

2, sondern
gleichzeitig ein Untervektorraum. Codes mit dieser Eigenschaft tragen
einen eigenen Namen: sie hei§enlinear.

DeÞnition 1.4 (Linearer Code)

SeiFn ein Vektorraum Ÿber einem endlichen KšrperF. Die Menge

C ! Fn ist einlinearer [n,k]-Code,

wenn sie eink-dimensionalen Untervektorraum vonFn ist.

Ab und an werden wir auch vonlinearen Codierungensprechen. Hier-
unter verstehen wir Codierungen, die lineare Codes erzeugen. Folge-
richtig sindc1, c2 undc3 lineare Codierungen, nicht aberc4.

ParitŠtscode

c1, c2 und c3 erzeugen den geradenParitŠtscode(parity code). Sein
Name geht auf die Eigenschaft seiner Codewšrter zurŸck, eine gera-
de Anzahl an Einsen zu besitzen. TatsŠchlich handelt es sich bei dem
ParitŠtscode um einen alten Bekannten. Zeichnen wir die Codewšrter
graÞsch auf, so entsteht der Untervektorraum aus Abbildung 1.20, dem
wir auf Seite??schon einmal begegnet sind.
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3-Bit-ParitŠtscode 4-Bit-ParitŠtscode 5-Bit-ParitŠtscode
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Abbildung 1.21: Der gerade ParitŠtscode ist damit ein linearer Blockcode. Alle Codewšrter teilen die Eigenschaft, dass die
Anzahl der Einsen ungerade ist.

eine Chance habe, eine passende Matrix zu Þnden, wenn das Quellen-
symbols0 . . . 0 auf das Codewort0 . . . 0 abgebildet wird.

Von den drei Codierungenc1, c2 undc3 ist c1 die wichtigste. Obwohlc2
undc3 ebenfalls den ParitŠtscode hervorbringen, istc1 diejenige Codie-
rung, die mit diesem Code auf eine ganz natŸrliche Weise verbunden ist.
c1 ist so gestaltet, dass die Codewšrter durch das AnhŠngen eines PrŸf-
bits, das sogenannteParitŠtsbit, entstehen. Damit fŠlltc1 in die Klasse
der sogenanntensystematischen Codes(Abbildung 1.22).
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eine Chance habe, eine passende Matrix zu Þnden, wenn das Quellen-
symbols0 . . . 0 auf das Codewort0 . . . 0 abgebildet wird.

Von den drei Codierungenc1, c2 undc3 ist c1 die wichtigste. Obwohlc2
undc3 ebenfalls den ParitŠtscode hervorbringen, istc1 diejenige Codie-
rung, die mit diesem Code auf eine ganz natŸrliche Weise verbunden ist.
c1 ist so gestaltet, dass die Codewšrter durch das AnhŠngen eines PrŸf-
bits, das sogenannteParitŠtsbit, entstehen. Damit fŠlltc1 in die Klasse
der sogenanntensystematischen Codes(Abbildung 1.22).
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eine Chance habe, eine passende Matrix zu Þnden, wenn das Quellen-
symbols0 . . . 0 auf das Codewort0 . . . 0 abgebildet wird.

Von den drei Codierungenc1, c2 undc3 ist c1 die wichtigste. Obwohlc2
undc3 ebenfalls den ParitŠtscode hervorbringen, istc1 diejenige Codie-
rung, die mit diesem Code auf eine ganz natŸrliche Weise verbunden ist.
c1 ist so gestaltet, dass die Codewšrter durch das AnhŠngen eines PrŸf-
bits, das sogenannteParitŠtsbit, entstehen. Damit fŠlltc1 in die Klasse
der sogenanntensystematischen Codes(Abbildung 1.22).
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Systematische Codierung Zyklischer Code

Eine Codierung heißt systematisch, 
wenn die Codewörter durch das 

Anhängen von Symbolen gebildet 
werden.

Ein Code heißt zyklisch, wenn jede 
zyklische Verschiebung eines 

Codeworts ebenfalls ein Codewort ist.


c : !"

c : !"

c : !"
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c : !"

=

Abbildung 1.22: Ein linearer Blockcode
hei§t systematisch, wenn die Codewšrter
aus dem Quellenalphabet durch das AnhŠn-
gen von Symbolen gebildet werden.
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Abbildung 1.23: Ein linearer Blockcode
hei§t zyklisch, wenn jede zyklische Ver-
schiebung eines Codeworts ebenfalls ein
Codewort ist.
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Abbildung 1.24: SPANNEN UNTERVEK-
TORRAUM DES HAMMING-CODES
AUF
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DeÞnition 1.5 (Systematische Codierung)

Ein lineare Codierung hei§t

! systematisch, wenn die Codewšrter aus dem Quellenalphabet
durch das AnhŠngen von Symbolen gebildet werden.

Der ParitŠtscode besitzt eine weitere interessante Eigenschaft. Rotie-
ren wir die Bitsequenz eines Codeworts, indem wir auf der einen Seite
ein TeilstŸck entfernen und an der anderen Seite wieder anhŠngen, so
erhalten wir erneut ein Codewort. Solche Codes hei§enzyklisch(Abbil-
dung 1.23).

DeÞnition 1.6 (Zyklischer Code)

Ein linearer Code hei§t

! zyklisch, wenn jede zyklische Verschiebung eines Codeworts
ebenfalls ein Codewort ist.

Hamming-Code

Als nŠchstes Beispiel betrachten wir den Untervektorraum vonZ7
2, der

durch die Basisvektoren aus Abbildung??aufgespannt wird.

Auch hier erhalten wir die Generatormatrix ganz einfach dadurch, in-
dem wir die Basisvektoren zeilenweise aufschreiben. Wir erhalten dann
die folgende Matrix, die wir bereits auf Seite?? in Abbildung?? kon-
struiert haben:

H :=

†
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1

•

(1.11)

Diese Matrix erzeugt den[7,4]-Hamming-Code, dessen Codewšrter in
der linken Spalte von Abbildung?? aufgelistet sind. Hamming-Codes
spielen in der Kanalcodierung eine gro§e Rolle und werden von uns
ausfŸhrlich in Abschnitt??behandelt. Dort wird auch klar werden, dass
sie unter den vielen Blockcodes, die wir mit Šhnlichen Generatormatri-
zen erzeugen kšnnen, eine Sonderrolle spielen.
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Abbildung 1.22: Ein linearer Blockcode
hei§t systematisch, wenn die Codewšrter
aus dem Quellenalphabet durch das AnhŠn-
gen von Symbolen gebildet werden.
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Abbildung 1.23: Ein linearer Blockcode
hei§t zyklisch, wenn jede zyklische Ver-
schiebung eines Codeworts ebenfalls ein
Codewort ist.
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DeÞnition 1.5 (Systematische Codierung)

Ein lineare Codierung hei§t

! systematisch, wenn die Codewšrter aus dem Quellenalphabet
durch das AnhŠngen von Symbolen gebildet werden.

Der ParitŠtscode besitzt eine weitere interessante Eigenschaft. Rotie-
ren wir die Bitsequenz eines Codeworts, indem wir auf der einen Seite
ein TeilstŸck entfernen und an der anderen Seite wieder anhŠngen, so
erhalten wir erneut ein Codewort. Solche Codes hei§enzyklisch(Abbil-
dung 1.23).

DeÞnition 1.6 (Zyklischer Code)

Ein linearer Code hei§t

! zyklisch, wenn jede zyklische Verschiebung eines Codeworts
ebenfalls ein Codewort ist.

Hamming-Code

Als nŠchstes Beispiel betrachten wir den Untervektorraum vonZ7
2, der

durch die Basisvektoren aus Abbildung??aufgespannt wird.

Auch hier erhalten wir die Generatormatrix ganz einfach dadurch, in-
dem wir die Basisvektoren zeilenweise aufschreiben. Wir erhalten dann
die folgende Matrix, die wir bereits auf Seite?? in Abbildung?? kon-
struiert haben:

H :=

†
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1

•

(1.11)

Diese Matrix erzeugt den[7,4]-Hamming-Code, dessen Codewšrter in
der linken Spalte von Abbildung?? aufgelistet sind. Hamming-Codes
spielen in der Kanalcodierung eine gro§e Rolle und werden von uns
ausfŸhrlich in Abschnitt??behandelt. Dort wird auch klar werden, dass
sie unter den vielen Blockcodes, die wir mit Šhnlichen Generatormatri-
zen erzeugen kšnnen, eine Sonderrolle spielen.

Dies ist eine Codierungseigenschaft!

Die Paritätscodierung ist systematisch.

Dies ist eine Code-Eigenschaft!

Der Paritätscode ist zyklisch.
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Lineare Codes
" Der Hamming-Code


" ist der bekannteste fehlerkorrigierende Code

" fällt in die Klasse der linearen Codes


" und besitzt die Generatormatrix


" Zu jedem Untervektorraum U

" existiert ein Orthogonalraum U! 

" der ebenfalls ein Untervektorraum ist


" Folgerichtig gibt es

" zu jedem linearen Code einen dualen Code

" und damit auch für den Hamming-Code...
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Abbildung 1.25: Der Hamming-Code, der Simplex-Code und der erweiterter Hamming-Code im Vergleich.

In Abschnitt??wissen wir ferner, dass zu jedem UntervektorraumU ei-
nes VektorraumsV ein anderer UntervektorraumU! " V existiert, des-
sen Vektoren orthogonal auf den Vektoren vonU stehen. Die Elemente
dieses Orthogonalraums bilden damit ebenfalls einen linearen Code, der
einen eigenen Namen besitzt:

DeÞnition 1.7 (Dualer Code)

DeÞniert der UntervektorraumU den linearen CodeC, dann deÞ-
niert der OrthogonalraumU! den zuC duale Code.

Der [7,4]-Hamming-Code
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" Der Simplex-Code

" fällt ebenfalls in die Klasse der linearen Codes


" und besitzt die Generatormatrix


" Eigenschaften

" Die Hamming-Distanz zweier Codewörter ist immer gleich


" Die Hamming-Distanz ist die Anzahl der Bitpositionen,  
an denen sich zwei Codewörter unterscheiden.


" Genau dies ist die Eigenschaft eines Simplex

" Ein Simplex ist ein geometrisches Objekt, dessen  

Ecken paarweise den gleichen Abstand haben.

Lineare Codes
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Der [7,3]-Simplex-Code
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dessen Vektoren orthogonal auf den Vektoren vonU stehen. Die Ele-
mente dieses Orthogonalraums bilden damit ebenfalls einen linearen
Code, der einen eigenen Namen besitzt:

DeÞnition 2.7 (Dualer Code)

DeÞniert der UntervektorraumU den linearen CodeC, dann deÞ-
niert der OrthogonalraumU! den zuC duale Code.

Wie sich der OrthogogonalraumU! erzeugen lŠsst, wissen wir eben-
falls schon. Hierzu wird die Generatormatrix vonU zunŠchst in ihre
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Lineare Codes
" Der erweiterte Hamming-Code


" ist ebenfalls ein wichtiger fehlerkorrigierender Code

" fällt in die Klasse der linearen Codes


" und besitzt die Generatormatrix
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" Aufgabe

" Erzeugen Sie die Code-Tabelle des erweiterten Hamming-Codes!

" Erzeugen Sie die Generatormatrix des dualen Codes!

" Bringen Sie diese Matrix in reduzierte Form!

" Was stellen Sie fest?
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Was ist Information?

23

„Eine Aussage oder Beobachtung ist dann informativ, 
wenn sie uns etwas mitteilt, das uns nicht vorher 

schon bekannt war. Nur über solche Dinge können wir 
jedenfalls Information gewinnen, über die bei uns ein 

gewisses Maß an Nichtwissen oder Ungewissheit 
besteht. In der Tat lŠsst sich Information als 

dasjenige erklŠren, das Ungewissheit beseitigt 
oder reduziert. “


(Fred Attneave)
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Was ist Information?
"  Aufgabe


" Einbruch in ein Computersystem, das mit einem 3-Bit-
Binärschlüssel geschützt ist


" Uns steht ein Orakel zur Verfügung, das bereit ist, uns 
die Bits nacheinander zu verraten


" Beobachtung

" Das Orakel liefert mit jeder Antwort 1 Bit an Information

" Jede Antwort halbiert die Anzahl der in Frage 

kommenden Schlüssel 

24

000
001 010

011
101 110 111

100

101 110
111 100

Die zweite Ziffer ist 0

Die erste Ziffer ist 1

101 100

Die dritte Ziffer ist 1

101

?

Abbildung 1.34: Information reduziert Un-
gewissheit. Jedes Bit an Informatin lŠsst die
Anzahl der in Frage kommenden Sequen-
zen um die HŠlfte sinken.

44 1 Codierungen, Codes und Information

Die in diesem Abschnitt angestellten †berlegungen folgen einem Leit-
gedanken, fŸr den der amerikanischen Psychologe Fred Attneave klare
Worte gefunden hat. Er schreibt:

Eine Aussage oder Beobachtung ist dann informativ, wenn
sie uns etwas mitteilt, das uns nicht vorher schon bekannt
war. Nur Ÿber solche Dinge kšnnen wir jedenfalls Informa-
tion gewinnen, Ÿber die bei uns ein gewisses Ma§ an Nicht-
wissen oder Ungewissheit besteht. In der Tat lŠsst sich In-
formation als dasjenige erklŠren, das Ungewissheit besei-
tigt oder reduziert.

Fred Attneave []

Der letzte Satz bringt den Leitgedanken auf den Punkt:Information ist
das, was Ungewissheit beseitigt oder reduziert.

Wir wollen versuchen, Attneaves Worte mit Leben zu fŸllen. Hierzu
konfrontieren wir uns mit der Þktiven Aufgabe, in ein Computersystem
einbrechen zu mŸssen, das mit einem BinŠrcode geschŸtzt ist. Wir neh-
men an, dass das System nicht sonderlich gut geschŸtzt ist, und eine
SchlŸssellŠnge von 3 Bit verwendet. Das bedeutet, dass es insgesamt
nur 8 mšgliche SchlŸssel gibt. Um in das System einbrechen zu kšn-
nen, mŸssen wir herausbekommen, wie die Bitfolge lautet. Das Schick-
sal meint es gut, uns stellt uns ein freundliches Orakel an die Seite,
das sich bereiterklŠrt, die drei BinŠrziffern auf Nachfrage nacheinander
auszuplaudern (Abbildung 1.34).

Zu Beginn unseres Fragespiels wissen wir noch nichts Ÿber den BinŠr-
schlŸssel; unsere Unwissenheit maximal, wir sind im Besitz von0 Bits
an Information. Befragen wir das Orakel nach der ersten BinŠrstelle, so
wird es uns entweder mitã0Òoderã1Òantworten. Gehen wir davon
aus, das der BinŠrschlŸssel zufŠllig gewŠhlt wurde, so sind beide Ant-
worten gleichwahrscheinlich. Die Antwort des Orakels entspricht1 Bit
an Information.

Die Antwort des Orakels hat unsere Unwissenheit deutlich reduziert,
denn wir wissen nun, das von den 8 mšglichen Sequenzen, die sich mit
3 BinŠrziffern konstruieren lassen, nur noch 4 in Frage kommen. Befra-
gen wir das Orakel erneut, so erhalten wir ein weiteres Bit an Informa-
tion, und unsere Unwissenheit verringert sich abermals. Sobald wir das
zweite Bit kennen, wird die Anzahl der in Frage kommenden Sequen-
zen auf nur noch 2 reduziert. Die dritte Frage an das Orakel bringt uns
ein weiteres Bit an Information und beendet das Spiel: wir kennen nun
die Sequenz, die sich das Orakel ausgedacht hat.
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Was ist Information?
"  Fazit


" 8 Möglichkeiten auf 4 Möglichkeiten einzugrenzen entspricht einer 
Information von 1 Bit


" 8 Möglichkeiten auf 2 Möglichkeiten einzugrenzen entspricht einer 
Information von 2 Bit


" 8 Möglichkeiten auf 1 Möglichkeit einzugrenzen entspricht einer 
Information von 3 Bit


" Allgemein

" 2n Möglichkeiten auf 2m Möglichkeiten einzugrenzen entspricht einer 

Information von n - m Bit

" n Möglichkeiten auf m Möglichkeiten einzugrenzen entspricht einer 

Information von ld n - ld m Bit
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010

011
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110
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1 Bit
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1 Bit
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1 Bit
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Abbildung 1.35: Die mšglichen AusgŠnge
der Orakelbefragung

1.5 Was ist Information? 45

Betrachten wir das Spiel von einem abstrakten Standpunkt, so tritt ein
enger Zusammenhang zwischen dem Informationsgewinn und dem Un-
sicherheitsverlust zum Vorschein, den wir plakativ so formulieren kšn-
nen:

! 8 Mšglichkeiten auf4 Mšglichkeiten einzugrenzen
entspricht einer Information von1 Bit.

! 8 Mšglichkeiten auf2 Mšglichkeiten einzugrenzen
entspricht einer Information von2 Bit.

! 8 Mšglichkeiten auf1 Mšglichkeit einzugrenzen
entspricht einer Information von3 Bit.

Diesen Zusammenhang kšnnen wir verallgemeinern. Sindn undmzwei
natŸrliche Zahlen mitn ! m, so gilt:

! 2n Mšglichkeiten auf2m Mšglichkeiten einzugrenzen
entspricht einer Information vonn" m Bit.

Sobald wir den Informationsbegriff mathematisch erfassen, mŸssen wir
uns nicht lŠnger auf die Betrachtung nicht auf Zweierpotenzen be-
schrŠnken, und kšnnen das Gesagte noch weiter verallgemeinern:

! n Mšglichkeiten aufmMšglichkeiten einzugrenzen
entspricht einer Information vonlog2n" log2m Bit.

Ersetzen wirlog2n" log2m durch den Šquivalenten Ausdrucklog2
n
m,

so erreichen wir ein wichtiges Zwischenergebnis. Es ist uns gelungen,
dem Informationsbegriff quantitativ zu erfassen:

n Mšglichkeiten aufm Mšglichkeiten einzugrenzen
entspricht einer Information von

log2
n
m

Bit

Abbildung 1.35 visualisiert die Orakelbefragung auf graÞsche Weise.
Das Spiel sind in Form eines Baums dargestellt, wobei jeder Pfad einen
mšglichen Verlauf beschreibt. Die Kanten mit der Information markiert,
die wir beim Eintreten des entsprechenden Ereignisses gewinnen.
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Was ist Information?
"  Modifizierte Aufgabe


" Einbruch in ein Computersystem, das mit einem 
Schlüssel aus der folgenden Menge geschützt ist:


" Uns steht erneut ein Orakel zur Verfügung, das bereit 
ist, uns die Bits nacheinander zu verraten...
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{ 00, 01, 100, 101, 1100, 1101, 1110, 1111 }
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Abbildung 1.36: Variation der Orakelbe-
fragung

00
01 1110

1100
101 1101 1111

100

Die erste Ziffer ist 0

00 01

Die zweite Ziffer ist 1

01

?

Abbildung 1.37: Die erste Antwort redu-
ziert die Anzahl der Mšglichkeiten von 8
auf 2. Dies entspricht 2 Bit an Information.

46 1 Codierungen, Codes und Information

Wir wollen untersuchen, wie belastbar unser bisher erworbenes Be-
griffsgerŸst ist, und wandeln unsere ursprŸnglich zu lšsende Aufgabe
geringfŸgig ab. Anstelle von einem BinŠrschlŸssel der LŠnge 3 aus-
zugehen, nehmen wir an, dass der zu bestimmende SchlŸssel aus der
Menge

{ 00,01,100,101,1100,1101,1110,1111}

stammt. Genau wie im ersten Fall kšnnen wir die mšglichen AusgŠnge
der Orakelbefragung graÞsch visualisieren und in Form eines Baum dar-
stellen (Abbildung??). Ein Blick auf die Kantenmarkierungen macht
ein interessantes PhŠnomen deutlich: die Information, die wir durch die
Befragung des Orakel gewinnen, variiert jetzt in AbhŠngigkeit der ge-
lieferten Antwort. Ein gezielter Blick auf die Baumstruktur lŠsst schnell
den Grund erkennen. Beantwortet das Orakel unsere Frage nach dem
ersten Bit mit ã0Ò, so haben wir die 8 Mšglichkeiten schlagartig auf 2
eingegrenzt (Abbildung 1.37). Nach dem oben Gesagten entspricht dies
einem Informationsgehalt vonlog2

8
2 = log24 = 2 Bit. Antwortet das

Orakel stattdessen mit ã1Ò, so verbleiben6 Mšglichkeiten. In diesem
Fall haben wir also lediglichlog2

8
6 = log2

4
3 ! 0,415Bits an Informati-

on gewonnen.

Weiter oben haben wir erklŠrt, dassã8 Mšglichkeiten auf 1 Mšglich-
keit einzugrenzenÒeiner Information von 3 Bit entspricht. Sollte der
Informationsbegriff, wie wir ihn deÞniert haben, einen Sinn ergeben,
so mŸssten die Einzelinformationen, die unsere Orakelbefragungen lie-
fern, in der Summe immer gleich3 sein. Die folgende Rechnung zeigt,
dass dies nicht nur in unseren ersten, sondern auch in unseren zweiten
Beispiel der Fall ist:

Sequenz00 : I = 2 + 1 Bit = 3 Bit

Sequenz01 : I = 2 + 1 Bit = 3 Bit

Sequenz100 : I = 0,415 + 1,585 + 1 Bit = 3 Bit

Sequenz101 : I = 0,415 + 1,585 + 1 Bit = 3 Bit

Sequenz1100 : I = 0,415 + 0,585 + 1 + 1 Bit = 3 Bit

Sequenz1101 : I = 0,415 + 0,585 + 1 + 1 Bit = 3 Bit

Sequenz1110 : I = 0,415 + 0,585 + 1 + 1 Bit = 3 Bit

Sequenz1111 : I = 0,415 + 0,585 + 1 + 1 Bit = 3 Bit

Wie von Geisterhand summieren sich die gebrochenen Informationsge-
halte zu dem immer gleichen Ergebnis. Die Art uns Weise, wie wir die
Information quantitativ erfassen, scheint also tatsŠchlich zu einer plau-
siblen Ma§zahl zu fŸhren, und diesen Eindruck wollen wir an einem
weiteren Beispiel bestŠtigen. Wir betrachten eine Variante des bekann-
tenHŸtchenspiels(shell game), bei dem eine Perle so schnell zwischen
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Was ist Information?
"  Neue Aufgabe


" Gewinne das Hütchenspiel!


" Der Spieler wählt ein Hütchen

" Befindet sich darunter die Perle, so ist das Spiel 

gewonnen

" Andernfalls wird das Spiel fortgesetzt


" Nach spätestens vier Versuchen ist das Spiel 
beendet. 


" Fragestellungen

" Wie viel Information gewinnt der Spieler insgesamt?

" Wie viel Information gewinnt der Spieler pro Zug?

27

! Mšglicher Verlauf des HŸtchenspiels

WŠhle HŸtchen 1

WŠhle HŸtchen 4

WŠhle HŸtchen 2

! Es gibt vier mšgliche SpielverlŠufe

1) Erfolg im 1. Rateversuch
2) Erfolg im 2. Rateversuch
3) Erfolg im 3. Rateversuch
4) Erfolg im 4. Rateversuch

2 Bit

0,415
Bit

1,585
Bit

0,585
Bit

1 Bit

1 Bit
0 Bit

Abbildung 1.38: Eine Variante des HŸt-
chenspiels mit vier HŸtchen. Wo verbirgt
sich die Perle?

1.5 Was ist Information? 47

vier HŸtchen verschoben wird, dass wir am Ende nicht wissen, wo sie
sich beÞndet. Unsere Aufgabe ist es, das HŸtchen mit der Perle zu Þn-
den.

Genau wie in den ersten beiden Beispielen starten wir in vollkomme-
ner Ungewissheit, d. h., wir haben keinerlei Anhaltspunkt, unter wel-
chen HŸtchen sich die Perle verbirgt. Unter dieser Voraussetzung bleibt
uns keine andere Wahl, als uns im ersten Schritt zufŠllig fŸr eines der
vier Mšglichkeiten zu entscheiden. Raten wir richtig, so ist das Spiel
beendet, raten wir falsch, so mŸssen wir unter den drei verbleibenden
HŸtchen ein weiteres aussuchen. Tragen wir die mšglichen SpielverlŠu-
fe graÞsch auf, so entsteht eine Baumstruktur, wie sie in Abbildung??
dargestellt ist. Die Kantenmarkierungen zeigen, wie viel Information in
Bits wir beim Eintreten eines bestimmten Ereignisses gewinnen.

Wie diese Werte zustande kommen, lŠsst sich leicht nachvollziehen. Ra-
ten wir gleich beim ersten Versuch richtig, so haben wir 4 Mšglich-
keiten auf 1 reduziert. Dies entspricht einem Informationsgewinn von
log2

4
1 = 2 Bit Raten wir falsch, so verbleiben drei mšgliche HŸtchen

Ÿbrig, d. h., wir haben die ursprŸnglichen 4 Mšglichkeiten auf 3 redu-
ziert, was einem Informationsgewinn vonlog2

4
3 = 0,415 Bitentspricht.

Raten wir beim zweiten Mal richtig, so haben wir die 3 verbleibenden
Mšglichkeiten auf 1 reduziert und die Informationlog2

3
1 = 1,585 Bit

gewonnen. Raten wir erneut falsch, so verbleiben 2 Mšglichkeiten, was
einem Informationsgewinn vonlog2

3
2 = 0,585 Bit entspricht. Sie se-

hen, dass das Argument, das uns den Informationsgewinn bestimmen
lŠsst, immer das gleiche ist und der oben skizzierten Leitidee folgt:n
Mšglichkeiten aufm Mšglichkeiten einzugrenzen entspricht einer In-
formation vonlog2

n
m Bit.

Dass der vierte Rateversuch keinerlei Informationsgewinn mit sich
bringt, ist Ÿbrigens kein Fehler. Haben wir nŠmlich drei leere HŸtchen
aufgedeckt, so wissen wir, dass sich die Perle unter dem vierten HŸt-
chen beÞnden muss; dieses HŸtchen aufzudecken liefert uns deshalb
keinerlei zusŠtzliche Information. NatŸrlich gilt dies nur, so lange alles
mit rechten Dingen zugeht, und genau an diesem Punkt unterscheidet
sich das diskutierte HŸtchenspiel von den in der Praxis exerzierten.

Wir wollen ausloten, ob der Informationsbegriff, wie wir ihn deÞniert
haben, auch im Falle des HŸtchenspiels eines Sinn ergibt. Sollte dies der
Fall sein, so muss auch hier die kumulierte Information, die wir am En-
de des Spiels erhalten haben, unabhŠngig davon sein, wie das Spiel ver-
laufen ist. Denn egal wie oft wir raten: Am Ende haben wir 4 mšgliche

WŠhle HŸtchen 1

WŠhle HŸtchen 4

WŠhle HŸtchen 2
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Auftrittswahrscheinlichkeiten der Ereignisse
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1.5 Was ist Information? 49

Orakelspiel (Variante 1) Orakelspiel (Variante 2) HŸtchenspiel

0

1

00

01

10

11

000

001

010

011

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2
1
2

1
2

1
2

100

101

110

111

1
2

1
2

1
2

1
2

1
4

3
4

1
3

2
3

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

0

1

00

01

10

11

1100

1101

1110

1111

100

101

110

111

1
2

1
2

1
4

3
4

1
3

2
3

1
2

1
2

1

Abbildung 1.39: Die mšglichen SpielverlŠufe haben verschiedene Wahrscheinlichkeiten. Ein vergleichender Blick mit den Ori-
ginalbŠumen macht deutlich, dass der Informationsgewiss in einem direkten Zusammenhang zu der Eintrittswahrscheinlichkeit
eines Ereignisses steht.

sind in Abbildung?? erneut die drei Baumstrukturen zu sehen, mit de-
nen wir die mšglichen VerlŠufe der Orakelbefragungen und des HŸt-
chenspiels visualisiert haben. Im Gegensatz zu den ursprŸnglichen BŠu-
men sind die Kanten nicht mehr mit der Information markiert, die mit
dem Eintreten eines Ereignisses verbunden ist, sondern mit der Wahr-
scheinlichkeit, mit der wir dieses Ereignis beobachten kšnnen. Alle
Wahrscheinlichkeiten basieren auf der Annahme, dass die mšglichen
Ereignisse alle mit der gleichen Wahrscheinlichkeit eintreten.

Ein gezielter Blick auf die Kantenmarkierungen macht klar, dass wir
den Informationsgewinn direkt aus der Auftrittswahrscheinlichkeit be-
rechnen kšnnen und umgekehrt. Istp die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Ereignis eintritt, so liefert uns dieses Ereignis

log2
1
p

= ! log2 p (1.18)

Bits an Information. Dieser Zusammenhang ist so elementar, dass wir
ihn als die Grundlage fŸr die formale DeÞnition des Informationsbe-
griffs verwenden:
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Das Wiegeproblem
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" Aufgabe

" Gegeben sind 8 Kugeln


" sieben sind gleich schwer, eine ist leichter oder schwerer als die anderen


" Bestimme mit einer Pendelwaage die abweichende Kugel und stelle fest, 
ob sie leichter oder schwerer ist.


" Interessante Fragestellungen

" Wie oft müssen die Kugeln gewogen werden?

" Lässt sich die Antwort informationstheoretisch begründen?

> = <

I = log23 = 1,585 Bit

Abbildung 1.41: Jeder Wiegevorgang en-
det mit drei mšglichen Antworten. Kommt
jede Antwort gleichhŠuÞg vor, so ent-
spricht dies einem Informationsgehalt von
1,585 Bit.

1.5 Was ist Information? 53

wollen wir uns zunŠchst Ÿberlegen, wie viel Bit an Information wir aus
einem Wiegevorgang maximal erhalten kšnnen. Abbildung?? zeigt,
dass uns die Pendelwaage eine von drei mšglichen Antworten liefert,
so dass mit 3 WiegevorgŠngen3á3á3 = 27 mšgliche Konstellationen
unterschieden werden kšnne. Prinzipiell kšnnte es daher mšglich sein,
das Wiegeproblem mit 8 Kugeln in 3 Schritten zu entscheiden.

Wir kšnnen dieses Argument auch informationstheoretisch formulieren.
Die 3 mšglichen Antworten, die uns die Waage liefert, entsprechen ei-
nem Informationsgehalt vonlog23 = 1,585 Bit, und eine von insgesamt
16 Mšglichkeiten zu kennen, entspricht einer Information von4 Bit, so
dass mindestens ¡

4
1,585

¤
= 3

WiegevorgŠnge notwendig sind.

LŠsst sich eine Strategie, die niemals mehr als3 WiegevorgŠnge benš-
tigt, tatsŠchlich angeben? Die Antwort lautet Ja und lŠsst sich mit dem
Wissen, Ÿber das wir mittlerweile verfŸgen, leicht Þnden. Eine Strate-
gie ist dann optimal, wenn sie uns in jedem Schritt ein mšglichst hohes
Ma§ an Information liefert. Je grš§er die Information ist, die wir gewis-
sen, desto schneller werden die verbleibenden Mšglichkeiten reduziert
und desto schneller erreichen wir die gesuchte Antwort. Dabei mŸssen
wir darauf achten, dass die mšglichen AusgŠnge des Wiegevorgangs ein
mšglichst Šhnliches Ma§ an Information liefert, denn nur so entsteht ei-
ne balancierte Baumstruktur, in der die Pfade von der Wurzel zu den
BlŠttern die gleiche LŠnge haben.

Ein gleich hohes Ma§ an Information ist gleichbedeutend mit der Aus-
sage, dass die mšglichen AusgŠnge eines Wiegevorgangs mit gleich ho-
her Wahrscheinlichkeit eintreten. Genau diese Eigenschaft wird in der
Strategie aus Abbildung??verletzt. Wenn wir im ersten Schritt jeweils
vier Kugeln auf die beiden Seiten der Waage legen, wird diese zwar
jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von12 nach links oder rechts aus-
schlagen, aber mit einer Wahrscheinlichkeit von0 in der ursprŸnglichen
Position verharren. Die FŠhigkeit der Waage, die linke und rechte Seite
als gleichschwer zu erkennen, wird von dieser Strategie všllig ignoriert
und damit auf wichtige Information verzichtet.

Bei einer optimalen Strategie wŸrde die Waage mit der gleichen Wahr-
scheinlichkeit nach links ausschlagen, nach rechts ausschlagen oder in
seiner Position verharren:

p( ) =
1
3

p( ) =
1
3

p( ) =
1
3
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Das Wiegeproblem (typische Lösung)
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Das Wiegeproblem (optimale Lösung)
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