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Grundlagen

= Codierung Das Quellenalphabet enthiilt alle

= > und II sind zwei endliche Mengen Symbole, aus denen die
Nachrichten aufgebaut sind.

= Eine Codierung ist eine injektive Abbildung

c:t* 1 "
)
= X ist das Quellenalphabet
= I1 ist das Codealphabet OoooondOo €7
>t = {ay...a,|n>1,aq, €L} Cogung
It = {bl...bn‘I’lZl,biEH} ‘
= Jede Codierung ist per Definition injektiv 2311ell
= Verschiedene Nachrichten werden verschieden codiert
11

= Die Dekodierung ist verlustfrei moglich

Das Codealphabet enthilt alle
Symbole, aus denen die codierten
Nachrichten bestehen.
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Beispiel

Lauflangencodierung
= engl. run-length encoding, kurz RLE

= |dee: Codiere wiederholt auftretende Symbole durch
ein einzelnes Symbol, gefolgt von einem Zahler

Beispiel
AAAABBBAABBBBBCCCCCCCCDABCBAABBBBCCD
= Moglichkeit 1: Codierung mit Zahlerzeichen, z. B. #
H#AAH#3B#H2A#5B#8CDABCB#2A#4B#2CD
= Moglichkeit 2: Codierung ohne Zahlerzeichen

4A3B2A5B8C1D1A1B1C1B2A4B2C1D

Lauflangencodierung von Binardateien

= Eine 0-Kette ist immer gefolgt von einer 1-Kette
= Die Speicherung des Symbols ist unnotig

= Es reicht, die Lauflangen zu codieren m
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Beispiel
= Telefax
= Ca. 2200 x 1700 Pixel pro DIN-A4-Seite
- Vertikale Aufiésung: 3.85 / 7.7 / 15.4 Zeilen/mm &’
= Horizontale Auflosung: 8.5 Pixel/mm %‘

= Haufig vorkommende Ketten in typischen Dokumenten
= 2 -4 schwarze Pixel
= 2 -7 weilde Pixel

= Codierung erfolgt in zwei Schritten
= 1. Schritt: Lauflangencodierung
= 2. Schritt: Codierung der Lauflangen mit einem langenvariablen Code

* |dee des langenvariablen Codes
= Codierung haufig vorkommender Lauflangen mit kurzen Bit-Sequenzen
= Codierung selten vorkommender Lauflangen mit langen Bit-Sequenzen
= Unterschiedliche Tabellen fur schwarze und weil3e Pixel
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Codierung der Lauflangen im Fax-Protokoll

00110101
000111
0111
1000
1011
1100
1110
1111
10011
10100
00111
01000
001000
000011
110100
110101
101010
101011
0100111
0001100
0001000
0010111
0000011
0000100
0101000
0101011
0010011
0100100
0011000
00000010
00000011
00011010

0000110111
010

11

10

011

0011

0010

00011

000101
000100
0000100
0000101
0000111
00000100
00000111
000011000
0000010111
0000011000
0000001000
00001100111
00001101000
00001101100
00000110111
00000101000
00000010111
00000011000
000011001010
000011001011
000011001100
000011001101
000001101000
000001101001

33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

00011011
00010010
00010011
00010100
00010101
00010110
00010111
00101000
00101001
00101010
00101011
00101100
00101101
00000100
00000101
00001010
00001011
01010010
01010011
01010100
01010101
00100100
00100101
01011000
01011001
01011010
01011011
01001010
01001011
00110010
00110011
00110100

000001101010
000001101011
000011010010
000011010011
000011010100
000011010101
000011010110
000011010111
000001101100
000001101101
000011011010
000011011011
000001010100
000001010101
000001010110
000001010111
000001100100
000001100101
000001010010
000001010011
000000100100
000000110111
000000111000
000000100111
000000101000
000001011000
000001011001
000000101011
000000101100
000001011010
000001100110
000001100111

128
192
256
320
384
448
512
576
640
704
768
832
896
960
1024
1088
1152
1216
1280
1344
1408
1472
1536
1600
1664
1728
1792
1856
1920
1984
EOL

11011

10010
010111
0110111
00110110
00110111
01100100
01100101
01101000
01100111
011001100
011001101
011010010
011010011
011010100
011010101
011010110
011010111
011011000
011011001
011011010
011011011
010011000
010011001
010011010
011000
010011011
00000001000
00000001100
00000001101
000000010010
000000000001

0000001111
000011001000
000011001001
000001011011
000000110011
000000110100
000000110101
0000001101100
0000001101101
0000001001010
0000001001011
0000001001100
0000001001101
0000001110010
0000001110011
0000001110100
0000001110101
0000001110110
0000001110111
0000001010010
0000001010011
0000001010100
0000001010101
0000001011010
0000001011011
0000001100100
0000001100101
00000001000
00000001100
00000001101
000000010010
000000000001
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cd-10101 00101100 000101 1011010

5ef#111101110101011010000111 1
000111 111011000101 1011 0001

\er?.l 1011000101 1011000101 10111
1000111 11000111 111011010011
1110111010110100
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Zeichenweise Codierung

= Viele Codierungen arbeiten zeichenweise
= Jedem Element des Quellenalphabets wird ein Codewort zugeordnet
= Nachrichten werden Zeichen fur Zeichen uUbersetzt

Lo 1" et el 2)...c(! )

= Definition
= Seic:!™!
= Der von c erzeugte Code ist die Menge

Cx=oc():={c(l)|!t 1}

= ¢(!) ist das Codewort von !

* eine Codierung

= Typische Darstellungen fur zeichenweise arbeitende Codierungen sind
= Code-Tabellen und
= Code-Baume m
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Prafixfreie Codes

= Analyse des ersten Codes
= Keine Decodierung ohne Ubertragung von Trennzeichen maglich
= Trennzeichen konnen den Code jedoch erheblich verlangern
* Analyse des zweiten Codes
= Decodierung ist ohne Trennzeichen moglich
= Warum? Weil kein Codewort Anfang eines anderen Codeworts ist

= Codes mit dieser Eigenschatt...
= heilen prSfixfrei
= erfullen die Fano-Bedingung

= Vorteil der Baumdarstellung
= Die Prafixfreiheit ist mit einem einzigen Blick zu erkennen

= Ein Code ist genau dann prafixfrei, wenn kein innerer Knoten mit einem

=

Quellensymbol markiert ist
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Prafixfreie Codes

= Der Morse-Code ist nicht prafixfrei A - Y/ — A—
. ) B — N - y AR
= Trennzeichen miussen gesendet werden  _ _ O e 1 e
1= 1% D - P == 2 -
0t | | Punkt og | | Strich  E Q -== 3 -
F - R .- 4 - =
1% G -- S 5 -
0Ts Buchstabenpause H - T - 6 =
s (S v i
0T Wortpause K e — W _ 9 ——ee
I— X == 0 ===
(&) (D
od ® ® 0
(s) (V) (R) (W) (D) () () (0)

®O 060 0O ®0 ®® 0 @O C
E® © @ e ® @ ® OC
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Prafixfreie Codes

= Beispiel: Telefax

= Der Code, mit dem Faxgerate die Lauflangen codieren, ist prafixfrei
= Aufgabe

= Decodieren Sie die folgende Fax-Nachricht

= Sie benotigen die Code-Tabelle auf einer der vorangegangenen Folien

0011000 0011111000011 1011
00011 1011001011100111001
100101111 00011 1110000111
1100011110101
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Kraft'sche Ungleichung

@ Satz 1.1 (KraftOsche Ungleichung, Leon Kraft, 1949)

Seic eine Codierung mit dem Quellenalphabeind dem Codeal-
phabet , undl; sei die LSnge ddsten Codeworts. Dann gilt:

!
c kann prSbxfrei gewShlt werdeth ﬁ "1

= Bewels

= Richtung von links nach rechts
= |nterpretiere den Code-Baum als Zufallsexperiment...

L

= Richtung von rechts nach links
= Es existiert ein konstruktives Verfahren zur Erzeugung der Codeworter...
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Kraft'sche Ungleichung

Binarcode-Konstruktion

. . 1 1
= Gegeben: |q,lp,..., I, mit o 1
i
= Wir nehmen an, die Zahlen [,|,,... |, sind absteigend sortiert

= Bilde jetzt nacheinander die Summen

1 =0
Se1 1= §+2 11

= und schreibe diese in Binardarstellung auf
= Extrahiere von der i-ten Zahl die ersten |; Nachkommastellen

= Diese Bitsequenz ist das i-te Codewort
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Blockcodes

Braille-Schrift (Auszug)

3 = i—a

TS T s

I 1 1 | ]
! . ! |
b c d e f
' l | | |
1 . i I 1
o C o 1 1
h i j k |
Il l I 1 [ 1 |
H U 1! 11 !
1 1 1 1 1
/L 0 p q r
' l I | ]
|1 . 1 11 ml
I 11 11 . 11
t u \Y w X
! l I ] ]
1 1 - o1 ,
z 1 2 3 4 Louis Braille (1809 - 1852)
1 ] | | |
1 11 11 1° K
6 7 8 9 0
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Blockcodes

Braille-Schrift (Auszug)

Aquivalenter Binarcode

- ! O] ' 17

Ial Ib C' dl Ie If a 100000 m 110010 y 110111
1] 11 I 1] I : :} : b 101000 n 110110 z 100111
g h | J k | c 110000 o 100110 1 100000
: ' : : : 1 :! I :i l :! 1 d 110100 P 111010 2 101000
- — — - - — e 100100 g 111110 3 110000
m n 0 P q r

| ! i { I l . | l Il f 111000 r 101110 4 110100
I 1 11 1] ] 11 g 111100 s 011010 5 100100
S t u \Y W X

1 I I I I I h 101100 t 011110 6 111000
L ! i Ml L

1] 1] o ' . i 011000 u 100011 7 111100
y z |1| |2 3| 4| j 011100 v 101011 8 101100
S e k 100010 w 011101 9 011000
5 6 7 8 9 0 | 101010 X 110011 0O 011100
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Blockcodes

Definition +04 | Alternative Codewsrter
= Alle Codeworter besitzen die gleiche Lange 2 gg Sgg ggﬁ ggg
Beispiel: Der genetische Code AGA, AGG
N AAT | AAC
m "= { A,R,N,D,C,Q,E,G,H,I,L,K,M,F,P,S,T,W,Y,V} D GAT | GAC
= Jedes Symbol steht fiir eine von 20 Aminos&uren ¢ TeT [T6C
Q GAA GAG
= ={AGCT]} E CAA | CAG
= Jedes Symbol steht fiir eine von 4 Basen G GGT | GGC,GGA, GGG
H CAT | CAC
|  ATT | ATC, ATA
ﬁ L TTA | TTG,CTT,CTC,
CTA, CTG
Guanin K AAA AAG
Cytosm M ATG
F TTT | TTC
P CCT | CCC,CCA CCG
S TCT | TCC,TCA, TCG,
AGT, AGC
T ACT | ACC,ACA, ACG
W TGG
CAGTCAGTC CAGTTCA Y TAT |TAC
' ' V  GTT | GTC,GTA, GTG

Gh  Ser  Val  Ser
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Blockcodes

* |n den Ribosomen einer Zelle
= wird die RNS (eine Abschrift der im Zellkern enthaltenen DNA) abgelesen

= und aus den dekodierten Aminosauren ein Protein synthetisiert

A (Ala) ||R (Arg) ([N (Asn) ||D (Asp) ||C (Cys)
o
. | X o X o
NHET)O\ - NHS\q ¢ NH3\¢ o NH3\¢ o Nng)()\ o
o N NH, OH
NHJ\NHZ ‘0 ‘O o
Alanin Arginin Asparagin AsparaginsSure Cysteine
Q (Glu) ||E (Gln) ||G (Gly) ||H (His) ||1 (Ile)
[e] o
sl c °
N o m o 0‘ NHY | o NH O\ o
NH;J\O_ A
07 ToH 07 NH, n=/
GlutaminsSure Glutamin Glycin Histidin Isoleucin
L (Leu) || K (Lys) (|M (Met) || F (Phe) ||P (Pro)
o o o
NH§\¢_ NHY ‘ o NH+\5: NH | o » o‘
3 o o
NH, s
Leucin Lysin Methionin Phenylalanin Prolin
S (Sen || T (The) ||W o (Trp) ||Y (Tyn) ||V (val)
NHE
o o ’ ¢ NHE O‘ o
NH*])\ NH*ﬁ\ 7 3 o NH+\<\
3 o 3 o NH 3 o
OH OH
OH
Serin Threonin Tryptophan Tyrosin Valin

Das Myoglobin (ein Protein)
besteht aus 153 Aminosauren
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Lineare Codes

Wir betrachten
= Blockcodes, deren Codealphabet I1 ein endlicher Korper F ist

= Dann sind die Codeworter Elemente des Vektorraums Fn
= nist die Lange der Codeworter

= Beispiel: Vektorraum JZ@
— —

000 000
01 011 01 101
10 101 10 011
11 110 11 110

I ECUR BN

110 000
01 101 01 001
10 011 10 010
11 000 11 100

= Beachte!
= Die Codierungen sind verschieden, aber c1, C2, c3 erzeugen den gleichen Code
= Die Menge der Codeworter von c1, ¢2 und c3 sind ein Untervektorraum vonE@
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Lineare Codes

@ Debnition 1.4 (Linearer Code)

SeiF" ein Vektorraum Yber einem endlichen K3rfeDie Menge
C! F"isteinlinearer[n,k]-Code

wenn sie einek-dimensionalen Untervektorraum véii bildet.

= Beispiel
= Die Codierungen c1,co,c3 erzeugen den (geraden) 3-Bit-Paritatscode

= Aus der linearen Algebra ist bekannt...

= Jeder Untervektorraum hat eine Basis
= Basen lassen sich zu Generatormatrizen umschreiben

011 111
/] /
010 110
Codeworter:
o ‘o0 1 "1
001 101
{0, 1,0, 1}
/ / o 1 1 O
000 100
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Paritatscodes unterschied

3-Bit-ParitStscode

icher Lange

4-Bit-ParitStscode

. <
.10 1
Xa g 1 7Y
S I
k] c® |
00 000
01 011
10 101
11 110

L

"1 0 0 1
ka 0 1 0 1 =

0011

S R -
000 0000
001 0011
010 0101
011 0110
100 1001
101 1010
110 1100
111 1111

5-Bit-ParitStscode
"1 000 1
, 01001
& 50101 Y
00011
S I
N

0000 00000
0001 00011
0010 00101
0011 00110
0100 01001
0101 01010
0110 01100
0111 01111
1000 10001
1001 10010
1010 10100
1011 10111
1100 11000
1101 11011
1110 11101
1111 11110
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Begriffe

Systematische Codierung

Eine Codierung heil3t systematisch,
wenn die Codeworter durch das
Anhangen von Symbolen gebildet

werden.
- —
o: -
C . ™
t .t

Dies ist eine Codierungseigenschaft!

Die Paritatscodierung ist systematisch.

Zyklischer Code

Ein Code heil3t zyklisch, wenn jede
zyklische Verschiebung eines
Codeworts ebenfalls ein Codewort ist.

T
O

. -!c

Dies ist eine Code-Eigenschaft!

Der Paritatscode ist zyklisch.
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= Zu jedem Untervektorraum U

Der Hamming-Code

= st der bekannteste fehlerkorrigierende Code

= fallt in die Klasse der linearen Codes
= und besitzt die Generatormatrix

0

R OR R
PR O
eNeNal

1
1
1

Lineare Codes

0

1
0
0

0

o O

R O OO

= existiert ein Orthogonalraum U:!

= der ebenfalls ein Untervektorraum ist

Folgerichtig gibt es

= zu jedem linearen Code einen dualen Code
= und damit auch fiir den Hamming-Code... m

Der [7,4]-Hamming-Code

0000 0000000
0001 1101001
0010 0101010
0011 1000011
0100 1001100
0101 0100101
0110 1100110
0111 0001111
1000 1110000
1001 0011001
1010 1011010
1011 0110011
1100 0111100
1101 1010101
1110 0010110
1111 1111111
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Lineare Codes
Der Simplex-Code

Der [7,3]-Simplex-Code

= fallt ebenfalls in die Klasse der linearen Codes _

= und besitzt die Generatormatrix
001

010
011
100
101
110
111

R P O
R O R
O R K
Y
OO
o rr O
O O

Eigenschaften

= Die Hamming-Distanz zweier Codeworter ist immer gleich

= Die Hamming-Distanz ist die Anzahl der Bitpositionen,
an denen sich zwei Codeworter unterscheiden.

= Genau dies ist die Eigenschaft eines Simplex

= Ein Simplex ist ein geometrisches Objekt, dessen
Ecken paarweise den gleichen Abstand haben.
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Lineare Codes

= Der erweiterte Hamming-Code
= ist ebenfalls ein wichtiger fehlerkorrigierender Code

= fallt in die Klasse der linearen Codes
= und besitzt die Generatormatrix

R OR R
=l
cNeoNaN=
R R RO
OOoOr O
Or OO
O O0OO
OrR kLK

= Aufgabe

= Erzeugen Sie die Code-Tabelle des erweiterten Hamming-Codes!
= Erzeugen Sie die Generatormatrix des dualen Codes!

= Bringen Sie diese Matrix in reduzierte Form!

= \Was stellen Sie fest?
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Was ist Information?

,Eine Aussage oder Beobachtung ist dann informativ,
wenn sie uns etwas mitteilt, das uns nicht vorher
schon bekannt war. Nur uber solche Dinge konnen wir
jedenfalls Information gewinnen, Uber die bei uns ein
gewisses Mal} an Nichtwissen oder Ungewissheit

besteht. In der Tat ISsst sich Information als
dasjenige erklSren, das Ungewissheit beseitigt
oder reduziert. *

(Fred Attneave)
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Was ist Information?

= Aufgabe

= Einbruch in ein Computersystem, das mit einem 3-Bit- ﬁo/o
Binarschlussel geschutzt ist e

001 010
000 011 100

101 190 111

= Uns steht ein Orakel zur Verfugung, das bereit ist, uns
die Bits nacheinander zu verraten

m Beobachtung (@)Dle;stlefferlstl

= Das Orakel liefert mit jeder Antwort 1 Bit an Information 0
101
= Jede Antwort halbiert die Anzahl der in Frage
kommenden Schlussel -
@ Diez.we'ite Ziffer ist 0
]
@ Die dritte Ziffer ist 1
L 2

101\,\®:—
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Was ist Information?

= Fazit

= 8 Maoglichkeiten auf 4 Moglichkeiten einzugrenzen entspricht einer
Information von 1 Bit

= 8 Moglichkeiten auf 2 Moglichkeiten einzugrenzen entspricht einer
Information von 2 Bit

= 8 Moglichkeiten auf 1 Moglichkeit einzugrenzen entspricht einer
Information von 3 Bit

= Allgemein

= 21 Moglichkeiten auf 2m Moglichkeiten einzugrenzen entspricht einer
Information von n - m Bit

= n Moglichkeiten auf m Moglichkeiten einzugrenzen entspricht einer
Information von Id n - |[d m Bit

‘ n Msglichkeiten aufm MsSglichkeiten einzugrenzer
\\@/ entspricht einer Information von

n_.
log, - Bit
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Was ist Information?

= Modifizierte Aufgabe

= Einbruch in ein Computersystem, das mit einem

Schlussel aus der folgenden Menge geschutzt ist:

{ 00, 01, 100, 101, 1100, 1101, 1110, 1111 }

01 1110
00 1100 100

101 1101 1111

= Uns steht erneut ein Orakel zur Verfligung, das bereit
Ist, uns die Bits nacheinander zu verraten... @) ]

Die erste Zifferist O

N 4

I
Die zweite Ziffer ist 1
\ %

"9
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Was ist Information?

Neue Aufgabe
= Gewinne das Hutchenspiel!

AyAYAYA

= Der Spieler wahlt ein Hutchen

= Befindet sich darunter die Perle, so ist das Spiel
gewonnen

= Andernfalls wird das Spiel fortgesetzt

= Nach spatestens vier Versuchen ist das Spiel
beendet.

Fragestellungen
= Wie viel Information gewinnt der Spieler insgesamt?
= Wie viel Information gewinnt der Spieler pro Zug?
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@Shle HYtchen 1

AyAYA

@Shle HYtchen 4

@Shle HYtchen 2
o Q

L

. 27



Auftrittswahrscheinlichkeiten der Ereignisse

Orakelspiel (Variante 1)

Orakelspiel (Variante 2)

HYtchenspiel

0
1
2
1
2
1

1
2 000
1 oo<:
2 1 001
2
1
1 2 010
2 Ol<
1 011
2
1
2
100
1 1o<:
2 =101
2
1
1 2 110
2 11<:
1 111
2

w|r

wN
N[~

N[~
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Das Wiegeproblem

= Aufgabe

= Gegeben sind 8 Kugeln

= sieben sind gleich schwer, eine ist leichter oder schwerer als die anderen

= Bestimme mit einer Pendelwaage die abweichende Kugel und stelle fest,
ob sie leichter oder schwerer ist.

Interessante Fragestellungen
= Wie oft mussen die Kugeln gewogen werden?
= Lasst sich die Antwort informationstheoretisch begrinden?
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Das Wiegeproblem (typische Losung)

_____

e <A’A’i!__f’_,’
" Spsin s
e ST o e —
iy D o & fo(!
..... o+ %0 | (T Wiy N Car
o] '+ & AL ‘-(---" o &A*\__I__J
no, ! o0 VAVAN (P < oo
+ ! /ol ! ! A o0 A&
#e! &L #$ (1 & ( ~ %0 EA‘ A
$+ ! AR Yoy N &L Ay CRTVYR.
0/0+i A :( I ,: . .’::‘. % & o
&+ H 5 PaSdias
. i AVAN s
(+ i—» _____ T S+ ]
1 PR PSTYR
T %R K ANLRT
#10 #S /‘.$!; AA<&A\;;¢T:
$r Sp P o # % oo ===+
% ! oy D %+ | RDr %ot |
&! | 1 Qo | &+ | Wy VTS
t \$' : | &+ Aﬁ s % & EA*:\&"'J
! — AL> < 0 oo
( ' : :O/O'I‘ : ! + : & T - 1! +\|
""" | Sl TS\ (x] MRT TN v, AL
R 8 T (+ ] iy X
(] i O R
o - Ap=1 1
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Das Wiegeproblem (optimale Losung)
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