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Kapitel 2
Boolesche Algebra

Prof. Dr. Dirk W. Hoffmann
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Schaltalgebra

=, A und V sind Operatoren uber der Menge {0,1}
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Konjunktion Disjunktion

» Die Operatoren erfullen mehrere wichtige Gesetze
» Kommutativgesetze
"arnb=baa avb=bva
= Distributivgesetze
"aArn(bvc)=(@aab)v(anc) av(bac)=(@avb)a(avc)
= Existenz von neutralen Elementen
"aArl=a av0=a
= Existenz von inversen Elementen
=aAr-a=0 av-a=1
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Boolesche Algebra

Gegeben: Menge V, Operatoren ¢, + : V. xV —V

V heildt boolesche Algebra,
wenn die folgenden vier Huntington'schen Axiome gelten:

= Kommutativgesetze (K): a*b=Dbea
a+tb=Db+a

= Distributivgesetze (D): ae(b+c)=(a*b)+(ae-c)
at(bec)=(a+b)e(a+c)

" Neutrale Elemente (N): Es existieren e, n € V mit
a*e=aunda+n=a

" Inverse Elemente (l): Fir alle a € V existiert ein a‘ mit

a*a=nunda+a =e
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Boolesche Algebra (Beispiele)

» Mengenalgebra Uber einer Tragermenge T
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Boolesche Algebra (Beispiele)
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Boolesche Algebra (Beispiele)
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Boolesche Algebra (Beispiele)

* Nochmals zuruck zur Schaltalgebra ...

Vv {1,0} Wahrheitswerte (TRUE, FALSE)
° A Konjunktion (UND-Operator)

+ v Disjunktion (ODER-Operator)

n 0 Falsch (FALSE)

e Wahr (TRUE)

a’ 3 Negation (Verneinung)
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Notation und Operatorenbindung

» Abgeleitete Operatoren (syntactic sugar)

= (a—Db)flr(ma v b) (Implikation)
" (a < b)fur (b — a) (Inv. Implikation)
= (a < b) fiir (@a — b) A (a < b) (Aquivalenz)
“(a®b) fur ~(a <= b) (Antivalenz)
» Bezeichnungen
"7(avb) (NOR-Operation)
= 2(a A b) (NAND-Operation)
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Schaltalgebra

» Boolesche Funktionen
= 7 ist eine einstellige boolesche Funktion

= :{0,1} — {0,1}
= Alle anderen Operatoren sind zweistellige boolesche Funktionen

A, v, ... {0,1} x {0,1} — {0,1}

= Wie viele zweistellige boolesche Funktionen gibt es insgesamt?
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Die zweistelligen booleschen Funktionen
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Notation und Operatorenbindung

» Alternative Notation der booleschen Operatoren
= (a*b)bzw. (ab) anstelle (a A b)
= (a + b)anstelle (a v b)
= 3 anstelle 7a
" (a <= b) anstelle (a ® b)
» Bindung der Operatoren
= A bindet starker als v
= = bindet starker als a
» Klammerung

= Gleiche binare Operatoren werden linksassoziativ zusammengefasst, z.B.
anbac=(@ab)ac
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Kommutativgesetze anb=baa (K)
avb=bva

Distributivgesetze an(bvc)=(@aab)v(anac) (D)
av(bac)=(@avb)a(avc)

Neutrale Elemente anl=a (N)
av0=a

Inverse Elemente an-a=0 (1)
av-a=1

In jeder Booleschen Algebra, so auch in der Schaltalgebra,
gelten die vier oben gezeigten Huntington‘'schen Axiome

Aus den Huntington‘schen Axiomen lassen sich
weitere praktische Rechenregeln ableiten...
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Kommutativgesetze

Distributivgesetze

Neutrale Elemente

Inverse Elemente

Assoziativgesetze

I[dempotenzgesetze

Absorptionsgesetze

Gesetze von DeMorgan

Ausloschungsgesetze

Gesetz der Doppelnegation

anb=baa
avb=bva

an(bvc)=(@aab)v(anac)
av(bac)=(@avb)a(avc)

anl=a
av0=a

an-a=0
av-a=1

an(bac)=(@aab)ac=aanbnac
av(bvc)=(avb)vc=avbvc

aAna=a
dava=a

av(aab)=a
an(avb)=a

-(avb)=-ana-b
-(@aanb)=-av -b

an0=0
av1i1l=1
~--a=a2a

(ID)

(AB)

(M)

(DN)
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Anwendung der Regeln

» VVereinfachung von Ausdrucken
= Beispiel 1: Y =(A v B) A (FAv B) A (Av =B)
= Beispiel 2: Y = (A— B) — (("A— B) — B)

=
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Bitweise logische Operationen

A,B seien Bitvektoren, ® eine beliebige Verknupfung

Operand A Operand B
as | a, | az | a, | a4 | q bs | by | by | by | by | by
as®bs|a,®by|a;®by|a,®b, | a;® by | ag® by

ErgebnisE=A® B
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Bitweise logische Operationen

= UND, ODER und XOR wirken wie spezielle Bit-Masken

1 1 01 0O

A0 1 1100

= 0 1 01 0O

1 1 01 0O

V0o 11100

= 1 1 1 1 0 O

1 1 01 0O

@ 011100

= 1 01 0 0O

UND wird verwendet,
um Bits gezielt auf O zu
setzen. Dazu hat die
Maske an allen
Bitpositionen, die
ubernommen werden
sollen, eine 1 und an
den Stellen, die auf O
gesetzt werden sollen,
eine 0.

ODER wird verwendet,
um Bits gezielt auf 1 zu
setzen. Dazu hat die
Maske an allen
Bitpositionen, die
ubernommen werden
sollen, eine 0 und an
den Stellen, die auf 1
gesetzt werden sollen,
eine 1.

XOR wird verwendet,
um Bits gezielt zu
Kippen. Dazu hat die
Maske an allen
Bitpositionen, die
ubernommen werden
sollen, eine 0 und an
den Stellen, die gekippt
werden sollen, eine 1.

Technische Informatik | * Hochschule Karlsruhe ¢ Prof. Dr. Dirk W. Hoffmann 2. 16




