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2 1 Losungshinweise

Aufgabe 1.1 Die nachstehende Formel stammt aus Freges beriihmter Begriffsschrift:
#
Webcode

1292

Versuchen Sie, die Formel in die moderne Notation zu iibersetzen.

(Va (f(x,a) = F(a)) = (f(xy) = F(y))) =
(Vb (F(b) = Va (f(b,a) = F(a))) = (F(x) = (f(x,y) = F(y))))



Die nachstehend aufgelisteten Axiome stammen aus Freges beriihmter Begriffsschrift:

B Aussagenlogische Axiome

§14 §15 §16 §17 §18 §19
a a a b a a
b c -I: d a I-L._,_ a I-[ a
a b b a
c a b
a -I: b
L d
c
B Pridikatenlogische Axiome
§20 §21 §22
fd)  —(c=0) |-|:f(6)
f(e) o f(a)

(c=d)

Ubersetzen Sie die Formeln in die moderne Notation.

§14 : A= (B—A)

§15: (C—= (B—A)) = ((C—B)—= (C—=A))
§16 : (D— (B—A)) = (B— (D—A))

§17 : (B—A) = (-A— —B)

§18 : =—A = A

§19 : A— ——A

§20 : c=d — (F(c) = F(d))

§21 : c=c

§22 : Vx F(x) = F(c)

Aufgabe 1.2
s

Webcode
1293
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Aufgabe 1.3

o
Webcode
1060

In Abschnitt 1.2.2 haben wir herausgearbeitet, wie Cantor in seiner 1874 publizierten Arbeit
die Abzihlbarkeit der algebraischen Zahlen bewies. Hierzu ordnete er jeder Gleichung der
Form

X"+ ay_ 1 X"+ aix+ag

eine Hohe N zu, die sich wie folgt berechnet:
N=n—1+|ap|+...+|az|+ |az| + |a1]| +|ao]

War Cantor gezwungen, die Definition in dieser komplizierten Form zu wéhlen, oder hitte er

sie durch eine der nachstehenden, leicht vereinfachten Definitionen ersetzen konnen?

Vorbemerkung: Damit Cantors Beweis funktioniert, muss Folgendes sichergestellt sein:

1) Es gibt nur endlich viele algebraische Gleichungen der Hohe N.

2) Eine algebraische Gleichung der Hohe N hat maximal N Losungen.

a) N=n
Nein, Bedingung 1) ist nicht erfiillt.

b) N =|ay|+...+|as| + |az| + |a1]| + |ao]
Nein, Bedingung 2) ist nicht erfiillt.

) N=n+lan|+ ...+ |as| + |az| + || + |ao]

Ja, dieser Ansatz erfiillt sowohl 1) als auch 2), so dass Cantor seinen Beweis auch hiermit
hitte durchfiihren konnen. Wahrscheinlich hat Cantor hatte die Subtraktion von 1 aus
Griinden der mathematischen Asthetik integriert. Hierdurch wird N zu einer echten oberen
Schranke fiir den Grad des Polynoms. Erreicht wird die Schranke mit dem Polynom x",
das die folgende Hohe aufweist:

N=n—1l+la|=n—14+1=n

Fiir den Beweis ist es irrelevant, ob N nur eine obere Schranke oder eine echte obere
Schranke fiir den Grad der algebraischen Gleichung ist. Relevant ist lediglich, dass die
Anzahl der Losungen nicht die Hohe der Gleichung iibersteigt.



In Abschnitt 1.2.1 wurde gezeigt, wie sich die periodische Dezimalzahl 0,0238095 in den
Bruch 4—12 tiberfiihren lésst.

a)

b)

Beweisen Sie auf die gleiche Weise die Beziehung 1 = 0,9.

Um die Zahl
x=0,9

in der Form 1:; darzustellen, multiplizieren wir beide Seiten mit 10:
10x=9,9

Subtrahieren wir jetzt die erste Gleichung von der zweiten, so verschwindet der periodi-
sche Anteil:
9% =9

Damit erhalten wir fiir x das Ergebnis

x=—-—=1

9

Hat der Trick, den wir zur Umwandlung verwendet haben, ein gewisses Unbehagen bei
Thnen ausgelost? Falls ja, dann besitzen Sie bereits ein gutes Gespiir fiir die Gefahren im
Umgang mit dem aktual Unendlichen. Versuchen Sie, die Beziehung 1 = 0,9 zu beweisen,
indem Sie vermeiden, eine unendliche Folge von Nachkommaziffern als ein abgeschlos-
senes Ganzes zu interpretieren.

Die rationale Zahl, die durch die unendliche Folge 0,9 dargestellt wird, ist formal als der
Grenzwert der Teilsummen
n
Y 9-10°
i=1

definiert. Es ist )
lim )" 9-107" =1
i=1

n—soo

Aufgabe 1.4
&
Webcode
1898
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Aufgabe 1.5
oy
Webcode
1001

In Abbildung 1.20 haben wir gezeigt, wie sich zwei reelle Zahlen im Reifverschlussver-
fahren zu einer einzigen reellen Zahl verschmelzen lassen. Auf diese Weise hatten wir eine
bijektive Abbildung zwischen R? und R hergestellt und damit die Gleichmichtigkeit beider
Mengen bewiesen.

In Wirklichkeit haben wir an dieser Stelle ein wenig geschummelt, da die Dezimalbruchdar-
stellung einer reellen Zahl nicht immer eindeutig ist. Beispielsweise ist 0,11 = 0,109.

Das bedeutet, dass die von uns konstruierte Abbildung von R auf R? nicht injektiv und da-
mit erst recht nicht bijektiv ist. Wie konnte man mit diesem Problem umgehen, ohne die
Grundidee der Reiflverschlusskonstruktion komplett aufzugeben?

Wir haben gezeigt, dass sich die reellen Zahlen bijektiv auf das Intervall (—1;1) abbilden
lassen. Mit den gleichen Argument ldsst sich zeigen, dass eine Bijektion zwischen R und
(0;1) besteht. Dies nutzen wir zur Vereinfachung dieser Aufgabe aus und nehmen an, dass
wir ausschlieBlich reelle Zahlen x und y mit 0 < x,y < 1 vor uns haben.

Bevor wir die Ziffernfolgen von x und y jetzt reilverschlussartig verschrinken, machen wir
das Folgende:

1. Wir eliminieren unendlich lange Nullerketten

Bezogen auf die abgebildeten Beispielzahlen bedeutet dies:

0,100000000. .. — 0,099999999. ..
0,100000000. .. — 0,099999999. ...

0,199999999... — 0,199999999... (nichts zu tun)
0,099999999... — 0,099999999... (nichts zu tun)



2. Wir bilden Blocke. Jede Ziffer # 0 ist ein Block, die Nullen werden anderen Blocken
zugeschlagen

0,099999999 ... — 0,]09]9(9]9|9]9(9|9]9. .
0,099999999 ... — 0,]09]9(9]9|9]9(9|9]9. ..

0,199999999 ... — 0,1]9]9]9(9[9]9]9]9]9. .
0,099999999 ... — 0,|09|9]9/9/9(9]9]9]9. .

3. Jetzt werden die Blocke reiflverschluBartig verschmolzen:

0,109(919(919]9(919]9.....
0,109(919[9[9/9[9[9]9.... 0,090999999999.. ..
0,[1]09]9(9/9]9(919]9.....

07|09|99|9|9|99|9|9...} 0,109099999999 . .

Auf diese Weise wird eine tatsichlich eine bijektive Abbildung zwischen (0;1)? und (0;1)
hergestellt.

Das geschilderte Problem mit dem Rei3verschlussverfahren hat historische Wurzeln. Das
erste Mal wurde es in einem Briefwechsel zwischen Cantor und Dedekind diskutiert. Mehr
hierzu finden Sie in Herbert Meschkowskis schon geschriebenen Buch Probleme des Unend-
lichen, 1983, Bibliographisches Institut Mannheim.
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Aufgabe 1.6

&
Webcode
1367

Mit der Goldbach’schen Vermutung haben Sie eines der wichtigsten bis dato ungelosten
Probleme der Zahlentheorie kennen gelernt. In ihrer starken Form lautet sie so:

,,Jede gerade natiirliche Zahl n > 2 ldsst sich als Summe zweier Primzahlen schreiben.
Zeigen Sie, dass aus der starken Goldbach’schen Vermutung die folgende Aussage folgt:
,Jede ungerade natiirliche Zahl n > 5 ldsst sich als Summe dreier Primzahlen schreiben.
Man setze
n=(n-3)+3

Da n eine ungerade Zahl ist, muss n — 3 gerade sein. Damit ldsst sich n — 3 nach der starken
Goldbach’schen Vermutung in zwei Primzahlen zerlegen und daraus folgt die Behauptung.

Hinweis: In der ersten Auflage war die Aufgabe so formuliert:
Zeigen Sie, dass aus der starken Goldbach’schen Vermutung die folgende Aussage folgt:
,,Jede gerade natiirliche Zahl n > 5 ldsst sich als Summe dreier Primzahlen schreiben.
Man setze
n=n-2)+2

Da n eine gerade Zahl ist, muss n — 2 ebenfalls gerade sein. Damit ldsst sich n — 2 nach
der starken Goldbach’schen Vermutung in zwei Primzahlen zerlegen und daraus folgt die
Behauptung.



In dieser Aufgabe geht es erneut um die Goldbach’sche Vermutung.

a)

b)

c)

d)

Nehmen Sie an, die Vermutung sei falsch. Liee sie sich dann mit den Mitteln der ge-
wohnlichen Arithmetik widerlegen?

Ja. Wiire sie falsch, so lieBe sich ein konkretes Gegenbeispiel erzeugen.

Nehmen Sie an, die Goldbach’sche Vermutung sei mit den Mitteln der gewohnlichen Ma-
thematik unbeweisbar. Lisst das Ergebnis in diesem Fall einen Riickschluss auf die Wahr-
heit oder die Falschheit der Vermutung zu?

Ja. Wire sie falsch, dann wire sie widerlegbar. Ist sie unbeweisbar, so muss sie wahr sein.

Lisst sich das Ergebnis auf die Vermutung tiber die Existenz unendlich vieler Primzahl-
zwillinge tibertragen?

Nein. Hier lasst sich die Falschheit nicht durch ein Gegenbeispiel zeigen. Aus der Unbe-
weisbarkeit konnen wir daher nicht so einfach auf ihre Falschheit oder Wahrheit schlief3en.

Ist die Fermat’sche Vermutung ein mathematischer Satz vom Goldbach’schen Typ?

Ja. Auch hier wird eine Aussage der Form ,, Fiir alle natiirlichen Zahlen gilt . . . “ gemacht.

Aufgabe 1.7
&
Webcode
1651
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Aufgabe 1.8 Die Erdds-Straus-Vermutung besagt, dass die Gleichung
&y

Webcode a1, 1.1

1853 n a b c

fiir jede natiirliche Zahl n > 1 eine Losung in den natiirlichen Zahlen besitzt.

Konnten wir die Vermutung 16sen, wenn wir im Besitz eines Entscheidungsverfahrens fiir
diophantische Gleichungen wiren?

Fiir jeden konkreten Wert von n lief3e sich die Vermutung entscheiden. Sie ldsst sich in
4abc = n(bc+ac+ ab)
und weiter in die folgende diophantische Gleichung umformen:
4abc —nbc —nac —nab = 0

Aber Vorsicht: Bei diophantische Gleichungen werden die Losungen zumeist in den ganzen
Zahlen gesucht. Hier suchen wir aber nach Losungen in N™! Wir kénnen nicht ohne Weiteres
davon ausgehen, dass ein Entscheidungsverfahren fiir die Losbarkeit in Z dazu verwendet
werden kann, die Erdos’sche Vermutung zu beweisen. In Kapitel 5 werden wir zeigen, dass
dies doch funktioniert. Ein Verfahren, das die Losbarkeit in Z entscheidet, kann immer auch
dazu verwendet werden, um die Losbarkeit in N zu entscheiden und umgekehrt. Das Gleiche
gilt auch fiir N*,
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Erginzen Sie die nachstehenden Aussagen.

Die Menge . .. leer endlich abzdhlbar  {iberabzéhlbar
{MeP(N) I NCM} ist

(N)

{MeP(N) |[M]=|N[} ist

(MeP(N)| M| <N} ist
(N)

R0O0O0
RSO0 N
OO0
OO X0

(M eP(N)||M|> N} ist

Hinweise:

a) {M e P(N)|NCM}
Die Menge ist endlich, aber nicht leer. Sie enthélt mit N genau ein Element.
b) {M e P(N)|[[M]=[N[}

Die Menge ist iiberabzihlbar. Es gibt tiberabzéhlbar viele Teilmengen von N mit unendlich
vielen Elementen.

) (M eP(N)||M| <[N[}

Die Menge ist abzihlbar. Es gibt unendlich viele endliche Teilmengen von N, die wir aber
der Reihe nach aufzihlen konnen.

d) {MePN)|[M]>[N[}

Die Potenzmenge ist iiberabzéhlbar, sie enthilt aber selbst keine iiberabzihlbaren Elemen-
te. Folgerichtig ist die Menge leer und damit erst recht endlich.

Aufgabe 1.9
#

Webcode
1600
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Aufgabe 2.1 Am Beispiel der Kalkiile E, E», . .., Es haben wir grundlegende Eigenschaften formaler Sys-
i teme herausgearbeitet.

Webcode

2763

a) Rekapitulieren Sie die Eigenschaften der verschiedenen Systeme, indem Sie die nachste-
hende Tabelle vervollstdndigen:

X v v

)

b

Widerspruchsfrei v v v
Negationsvollstindig X b 4 v v v v
Korrekt v 4 X 4 X v
Vollstindig b 4 b 4 v (4 X v

b) Angenommen, das Alphabetzeichen ,>* wird nicht mehr als ,,groer*, sondern als ,,grofBer
oder gleich® interpretiert. Ist das System E4 dann weiterhin widerspruchsfrei, negations-
vollstindig, korrekt und vollstiandig?

Die syntaktischen Eigenschaften der Widerspruchsfreiheit und der Negationsvollstindig-
keit dndern sich nicht, da sie unabhiingig davon sind, wie wir die Symbole interpretieren.
Der Kalkiil ist jetzt aber nicht mehr korrekt, da sich z. B. die Formel —(0 > 0) ableiten
lasst. Unter der neuen Bedeutung von ,>° ist diese Formel aber falsch. Der Kalkiil ist
auch nicht mehr vollstidndig, da sich die jetzt wahr gewordene Formel O > 0 nicht aus den
Axiomen ableiten ldsst.

c) Ist es moglich, die Interpretationen der Symbole ,>‘ und ,=° so abzuédndern, dass der
Kalkiil E5 korrekt wird?

Nein. In E3 ldsst sich sowohl (0 =0) als auch —(0 = 0) ableiten. Beide Formeln kon-
nen niemals gleichzeitig wahr sein. Damit kann keine konsistente Interpretation fiir die
Symbole existieren (kurz: Widerspriichliche Kalkiile konnen niemals korrekt sein).
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Betrachten Sie die nachstehenden fiinf Axiome, die eine Reihe von Eigenschaften zweier
Klassen K und L festlegen. Sie stammen aus [133] und wurden in ihrer umgangssprachlichen
Form belassen:

1. Je zwei beliebige Elemente von K sind in genau einem Element von L enthalten.

2. Kein Element von K ist in mehr als zwei Elementen von L enthalten.

3. Die Elemente von K sind nicht alle in einem einzigen Element von L enthalten.

4. Je zwei beliebige Elemente von L enthalten genau ein Element von K [gemeinsam].

5. Kein Element von L enthélt mehr als zwei Elemente von K.
Unter der Verwendung der iiblichen mathematischen Schlussregeln lassen sich aus den Axio-

men verschiedene Konsequenzen ziehen. Ist es moglich, einen Widerspruch abzuleiten? Wie
konnte ein formaler Beweis der Widerspruchsfreiheit gelingen?

Nein, es ldsst sich kein Widerspruch ableiten. Um dies einzusehen, verleihen wir L und K
eine konkrete Bedeutung:

K = Die drei Eckpunkte eines Dreiecks

L = Die drei Punktmengen, die die Seiten des Dreiecks bilden

Unter der gewihlten Interpretation werden alle Axiome zu wahren Aussagen. Unter der An-
nahme, dass sich mit den gewohnlichen Schlussregeln der Mathematik aus wahren Aussagen
nur wahre Aussagen ableiten lassen, ist die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems be-
wiesen.

Aufgabe 2.2
i Yim Vo)
Webcode
2129
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Aufgabe 2.3 In dieser Aufgabe betrachten wir vier Kalkiile {iber einer rudimentidren Sprache. Insgesamt
aeal lassen sich nur 42 Formeln bilden, die durch das Einsetzen der Terme O, ..., 6 in die Formeln
Webcode 01(8), (), 03(E),~01(&),—2(E) und —@; (&) entstehen. Die folgende Matrix gibt an,
2748 welche der 42 Aussagen wahr und welche falsch sind:

] ]
FVESS 2
A )

]
5

(e]]

T % % T T T

=

T % T T T TR

L S SR SR (IR IR N

(o))

B IS S | | I [ | NN
B ISR N i S | I D | N
m = T W 1T T w
T % T T TN

Die Axiome und die Schlussregeln der vier Kalkiile sind nicht bekannt. Dafiir sind wir fiir
jeden Kalkiil im Besitz einer Matrix, aus der wir ablesen konnen, welche Formeln aus den
Axiomen hergeleitet werden konnen und welche nicht. Geben Sie fiir jeden Kalkiil an, ob er
vollstindig, korrekt, widerspruchsfrei oder negationsvollstiandig ist.

s ®
—

Sy
o

J
S
o

]
N
N L T T T N W

X X X T T T ol
X L T T T N
T X X X T T

X XX X T T T R

T X T X T X wu

(o)

N X T T T X

Der Kalkiil ist vollstindig, korrekt, wider-
spruchsfrei und negationsvollstindig.



HEEEEE -
EEEEEE -
HEEEEE -
EEEEEE -
HEEEEN -
HEEEEE -
EEEEEE -

HEEEEE -
HEEEEE -
HEEEEE -
HEEEEE -
HEEEEN -
HEEEEE -
HEEEEN -

HEEEEE -
HEEEEE -
HEEEEN -
HEEEEEE -
HEEEEN -
HEEEEE -
EEEEEE -

Wegen I/ ¢,(4) ist der Kalkiil nicht mehr
vollstindig und nicht mehr negationsvoll-
standig.

Wegen F ¢;(6) ist der Kalkiil nicht mehr
korrekt und nicht mehr widerspruchsfrei.

Wegen - ¢3(2) und I/ ~¢3(2) ist der Kal-
kiil nicht mehr vollstindig und nicht mehr
korrekt. Er ist aber immer noch wider-
spruchsfrei und negationsvollstindig.
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Aufgabe 2.4

& #
Webcode
2890

Die Kalkiile P; und P, seien durch die folgenden Axiome und Schlussregeln definiert:

Axiome (Kalkiil P;) Axiome (Kalkiil P)

(11,110) (A1) (01,011) (A1)
Schlussregeln (Kalkiil P;) Schlussregeln (Kalkiil P)
(S1) (S1)
——— (011, w100 ———(001, w0
(9.y) (pOLL, y100) (o, v) (001, y0)
(S2) (S2))
————(11, w110 ———— (01, w011
(¢, v) (¢LL y110) (¢, v) (901, yo11)
(S3) (S3)
——— (010, w011 ———(01, w101
(9.y) (9010, yoL1) (0.v) (901, y101)
(54)

X (910, y001)

Beide Kalkiile arbeiten nach dem gleichen Grundprinzip. Das Axiom gibt ein Paar binérer
Zeichenketten vor, und die Schlussregeln bestimmen, wie sich die Zeichenketten sukzessive
verldngern lassen. Beide Kalkiile unterscheiden sich lediglich in den binéren Teilsequenzen,
die fest in das Axiom und die Schlussregeln hineincodiert sind.

a) Zu welchem Kalkiil gehort der folgende Beweis? Geben Sie rechts fiir jeden Ablei-
tungsschritt an, welche Schlussregel angewendet wurde.

I. + (01,011) (A1)
2. + (0110,011001) (S4°)
3. (011001,011001101) (S3%)
4.+ (01100110,011001101001) (S4%)
5.+ (0110011010,011001101001001) (S4°)

b) Lisst sich in den Kalkillen P, und P, ein Theorem der Form (¢@,¢) ablei-
ten?

Innerhalb von K ist ein solches Theorem nicht ableitbar. Um ein Theorem der Form
(x,x) zu erhalten, miissen wir mit dem Axiom (11,110) beginnen. Da die linke Zei-
chenkette kiirzer ist als die rechte, muss die rechte Kette das fehlende Zeichen irgend-
wann wieder aufholen. Dies ist jedoch unmoglich, da die rechte Seite in allen Wortpaa-
ren genauso viele oder mehr Zeichen enthilt als die linke.
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c)

d)

Innerhalb von K5 lassen sich die linke und die rechte Seite des Axioms tatsdchlich
angleichen. Ein Theorem von K ist beispielsweise

({o1]{10][o1]|10][10][01 |[001]|[01|[10][01][10][01|10][10][01][10]

10| o1 |[oo1 |[10][10][01[001|[01|f10][001]|{001]|{01]|[10]|{10]|10][0O1]
001 |[o1 [ 001 ][oo1 ][ 001 ][o1][10][01][20][001 |[01][001]|[10][10][01]

{001 || 20]] 001 || 001 |[01][20]{ 001 ][ 001 {01 ][o001 || 001 || 01| 001 ]|01]

Quelle fiir diese Ableitungssequenz: Uwe Schoning: ,, Theoretische Informatik - kurz
gefasst*, Spektrum Akademischer Verlag, 2008

Existieren fiir die Kalkiile P; und P» Entscheidungsverfahren?

Ja! In jedem Schritt wird die abgeleitete Sequenz verlidngert. Ist ein Ausdruck (¢, y)
gegeben und bezeichnet n seine Linge, so muss er in weniger als n Schritten ableitbar
sein. Da es nur endlich viele solcher Ableitungen gibt, konnen diese alle nacheinander
analysiert werden und die Ableitbarkeit fiir jeden vorgelegten Ausdruck in endlicher
Zeit entschieden werden.

Gibt es ein Verfahren, das fiir alle Kalkiile obigen Typs entscheidet, ob ein Theorem
der Form (¢, ¢) abgeleitet werden kann?

Nein, dann hitten wir das berithmte Post’sche Korrespondenzproblem gelost. Es ist ei-
nes der bekanntesten unentscheidbaren Problem und spielt eine grofie Rolle im Bereich
der theoretischen Informatik.
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Aufgabe 2.5

&
Webcode
2235

Erginzen Sie die Wahrheitstafeln der folgenden aussagenlogischen Formeln. Sind die For-
meln erfiillbar, allgemeingiiltig oder unerfiillbar?

B ¢ =(-AVB)A(-BVC)A(=CVA) (erfiillbar, nicht allgemeingiiltig)

“a s ] c
0

0
0
0
0
1
1
1
1

—i1=2l—121—121—1=
— =l 11 1= 0

1
0
1
0
1
1
1
1

- O O O o o o =

1 1
1 1
1 0
1 1
0 0
0 0
1 0
1 1

1 =1 =01 1 1=

B ¢p=(A—=B)A(B—C)— (A— () (allgemeingiiltig)

“a s e | ave [ ooc | arcl wosreso |e
0 0 1 1

N

0
0
0
0
1
1
1
1

— 10010111

1 1
1 1 1 1
1 0 1 0
1 1 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 0
1 1 1 0

1 1=01=1 1 1=
=1 1=1 _1=21

B ¢3= (A B)A (B« C)A (A« C) (unerfiillbar)

“a e | cla-B B
0 0 0

0
0
0
0
1
1
1
1

Sl@a21@21@i1=21@1@1=

0 0 0
1 1 0
1 0 1
0 1 0
0 1 0
1 0 1
1 1 0
0 0 0

=N =S 'l ol =Y =S i)
=8 ol =Y ISl =S i) =S
=l 1] =Y =Y =S =N i)
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Das Dirichlet’sche Schubfachprinzip besagt, dass eine endliche Menge M nicht injektiv
auf eine Menge N abgebildet werden kann, wenn N weniger Elemente enthélt als M. Das
Prinzip ist nach dem deutschen Mathematiker Peter Gustav Lejeune Dirichlet benannt und
ein hiufig angewandtes Beweisargument in der diskreten Mathematik. Jedem von uns ist das
Schubfachprinzip aus dem Alltag geldufig. Verteilen wir m Gegensténde auf n Schubficher
und gilt m > n, so muss mindestens ein Schubfach mehrere Gegenstinde enthalten. Im
angelsdchsischen Raum wird das Dirichlet’sche Schubfachprinzip als pigeonhole principle
(Taubenschlagprinzip) bezeichnet. Auch hier ist die angestellte Uberlegung die gleiche: Ver-
teilen sich m Tauben auf n Taubenschléige und gilt m > n, so ist mindestens ein Taubenschlag
mehrfach besetzt.

Peter Gustav Lejeune Dirichlet
(1805 - 1859)

Thre Aufgabe ist es, das Dirichlet’sche Schubfachprinzip fiir n Gegensténde und n — 1 Schub-
facher zu formalisieren. Fiihren Sie hierzu fiir jede mogliche Kombination von Gegenstinden
und Schubfichern eine aussagenlogische Variable A;; ein, die genau dann den Wert 1 an-
nimmt, wenn sich der i-te Gegenstand im j-ten Schubfach befindet.

1) ,.Das i-te Element befindet sich in einem der Schubficher*

2) ,.JJedes Element befindet sich in einem der Schubfiacher*

n n—1
AV Ai
i=1j=1

3) ,.In Schubfach j befinden sich das i-te und k-te Element gleichzeitig*

A{/A14kj

Aufgabe 2.6
ity
Webcode
2857
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4) ,,In Schubfach j befinden sich mindestens zwei Elemente

n—1 n

V V (AjAAy)

i=1 k=i+1

5) ,.In einem Schubfach befinden sich mindestens zwei Elemente

n—1

n
\/ \/ AU/\Akj

H<=|

Verbinden wir die Formeln mit dem Implikationsoperator, so erhalten wir die Aussage des
Schubfachprinzips: Befinden sich n Elemente in n — 1 Schubfichern, so enthilt eines der
Schubficher mindestens zwei Elemente

VA=V Y

H<=I

n
\/ A’J /\Ak/
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Die aussagenlogischen Quantoren ,V* und ,3° seien folgendermaf3en definiert: Aufgabe 2.7
#y

VX = @x 0 Apx 1] Webcode

Ix@ = @x+ 0]V o[x<+1] 2956

a) Worin unterscheiden sich diese Quantoren von jenen, die in der Pradikatenlogik verwendet
werden?

In der Pradikatenlogik quantifizieren ,V* und ,3° Individuenobjekte, d. h. Elemente des
Grundbereichs. In der PLO existieren keine Individuenelemente, und aussagenlogische
Variablen sind nichts anderes als O-stellige Priadikate. Kurzum: SDie aussagenlogischen
Quantoren tiber (0-stellige) Pradikate und die pradikatenlogische Quantoren iiber Indivi-
duenelemente quantifizieren.

b) Es sei ¢ eine PLO-Formel, in der x die einzige Variable ist. Welche der folgenden Aussa-

gen sind richtig?

dx @ =1 & ¢ isterfiillbar Vx ¢ =1 & @ ist allgemeingiiltig
—3Ix @ =1 < ¢ ist unerfiillbar —Vx @ =1 < ¢ ist unerfiillbar
Alle Aussagen bis auf die letzte sind richtig.

¢) Welche der folgenden Aquivalenzen sind richtig und welche sind falsch?

Vx (@AY) = VX QAYX Y
Die Aussage ist richtig:

Vx (@A) = (@AY)[x < OJA(@AY)[x+ 1]

(@[x = 0] Aylx < 0]) A (@[x <= L] A yx < 1])
= (@x 0] A@x L) A (w[x 0] Ayx 1))
= VX QAVYX Yy

Vx(Vy) = VxoVVxy
Die Aussage ist falsch:

Vx (eVy) = (@VY)x<0]A(pVY)x<1]

(@x < 0]V ylx <+ 0)) A(@[x 1]V y[x «1])
(@x < 0] A @[x = 1]) V (y[x + O] A ylx « 1])
VX @VVxy

(11 Nl
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Ix(PAY) = IxoAIxy

Die Aussage ist falsch:

(@AY)[x 0]V (pAY)[x <« 1]

(@x < 0] A ylx <= 0]) V (@x + 1A y[x <« 1])
(@[x < O]V @[x = 1) A (y[x 0]V y[x < 1])
IXPAVX Y

Ix(eAy)

11 N | A

Ix(eVy) = IxeVIxy
Die Aussage ist wahr:

(@VY)[x 0]V (pVy)x< 1]

(@x < 0]V ylx < 0]) V(@x + 1]V y[x +1])
(@[x < O]V @[x 1))V (y[x 0] V y[x + 1])
IxeVVxy

Ix(pVy)
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In einer Klausur habe ich vor geraumer Zeit die folgende Frage gestellt:

Aufgabe: Es sei ¢ eine aussagenlogische Formel, in der die Variable x vorkommt. Andere
Variablen kommen in @ nicht vor. Zeigen oder widerlegen Sie die folgende Be-
hauptung: ,, @ ist entweder zu der Formel x dquivalent oder zu der Formel —x*

Gleich mehrere Studenten haben die Aufgabe in etwa so gelost:

Die Aussage ist richtig. Beweis: Es gilt die Beziehung
@ ist &quivalent zu x oder aquivalent zu —x < (@ <> x)V (@ <> —x) =1
Die Beziehung lasst sich durch elementare Umformungen beweisen:

(¢ < x) V(9 < —X) = =0—xV OxV =Ox V ¢—x
= @(xV—x)V=9(xV-x)
=QV-0
=1

Die Studenten haben iibersehen, dass beispielsweise mit ¢ = xV —x eine Formel existiert,
die weder zu x noch zu —x dquivalent ist. An welcher Stelle haben sie in ihrem Beweis einen
Fehler gemacht?

Die aufgestellte Beziehung
@ ist dquivalent zu x oder dquivalent zu —x < (@ <> x)V (@ > —x) =1
ist falsch. Dies wird deutlich, wenn wir Schritt fiir Schritt vorgehen. Zunéchst gilt:

@ istdquivalent zux < @ <> x=1

@ ist dquivalent zu =x < @ <> x=1
Hieraus folgt dann
¢ ist dquivalent zu x oder dquivalent zu —-x < @ <> x=1oder ¢ <> x=1
und dies ist dquivalent zu
@ ist dquivalent zu x oder dquivalent zu —x < (Vx (@ > x) VVx (¢ < —x)) =1
Hierin sind ,V* und ,3° die aussagenlogischen Quantoren aus der vorherigen Aufgabe.

Die Studenten haben dagegen den folgenden Zusammenhang aufgestellt, der zu der hergelei-
teten Formel nicht dquivalent ist:

@ ist dquivalent zu x oder dquivalent zu —=x < Vx ((¢ <> x)V (@ > —x)) =1

Aufgabe 2.8
&
Webcode
2034
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Aufgabe 2.9

Py
Webcode
2865

Russell und Whitehead haben den aussagenlogischen Kalkiil der Principia Mathematica auf
den folgenden fiinf Axiomen aufgebaut:

PRINCIPIA

w1 V@ @ (Taut)
2. Y= oVy (Add)
3. VY = wVo (Perm)
4 oVv(yVvy) = yVieVvy) (Assoc)
5. (y=2)—=(eVy—oVy) (Sum)

Hilberts Schiiler Paul Bernays hat gezeigt, dass die aussagenlogischen Axiome der Principia
nicht unabhingig voneinander sind und das vierte Axiom (Assoc) aus den anderen formal
hergeleitet werden kann.

Die folgende Ableitungssequenz ist eine Adaption des Originalbeweises aus der 1926 er-
schienenen Arbeit Axiomatische Untersuchung des Aussagen-Kalkiils der Principia Mathe-
matica [10]. In dieser Publikation hat Paul Bernays die Ergebnisse seiner Habilitationsschrift
aus dem Jahr 1918 zusammengefasst.

W=

ook

12.
13.
14.
15.
16.
17.

- T T T T T T T T T T T T T T T T

X—oVY (Add)
x—=oVvx)—=(yVx—yV(pVy)) (Sum)
yVx—=yV(pVvy) (MP, 1,2)
(wVvx—=wVievy) = (eVv(vVy)—=eV(yVv(eVvy)) (Sum)
eV (yVvy)—=oVv(yVvievy)) (MP, 3,4)
PV (yV(eVvy)) = (yV(eVvx))Ve (Perm)
eV (yVy) = (yV(eVvy)) Ve (MB, 5,6)
©—=xXVo (Add)
XV —=o\VY (Perm)
o= o\Vy (MB, 8.,9)
oV —=yV(pVy) (Add)
o—=yV(pVy) (MB, 10,11)
(@—=wV(pvy) = ((yvievr)Vve = (yV(eVvy))V(yV(evy))) (Sum)
(wV(evx)Ve—(yVv(evx)V(yVv(evy)) (MP, 12,13)
(wVvievx)VyVv(evy) —vV(eVvy) (Taut)
(yVipVvx)Vve—yVv(ieVy) (MB, 14,15)
ovV(yVvy) —wV(pVy) (MB, 7,16)

Versuchen Sie, den Beweis, der hier nur in Fragmenten abgedruckt ist, vollstindig zu rekon-
struieren.
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In Abschnitt 2.3.1 haben wir gezeigt, dass sich jede aussagenlogische Formel so umschreiben
lasst, dass ausschlieBlich die Operatoren ,—‘ und ,—° darin vorkommen. Wir sagen, die
Menge {—,—} ist ein vollstindiges Operatorensystem.

In dieser Aufgabe betrachten wir die bindren Operatoren ,A* (nand) und ,V* (nor) mit

IT=(pAy) & I~ @oderl =y
IE=(eVy) = ITE@undl =y

a) Zeigen Sie, dass die Mengen { A } und { V } vollstéindige Operatorensysteme sind.

Wir zeigen, dass sich ,—“ und ,—‘ auf ,A* und ,V* reduzieren lassen:

-A = AANA

A—B=-AVB = ~(AA-B) = AR (BAB)

~A = AVA
A—B=-AVB = ~((AVA)VB) = (AVA)VB)V ((AVA)VB)

b) Weisen Sie nach, dass ,A“ und ,V* die beiden einzigen binidren Operatoren sind, die
alleine ein vollstandiges Operatorensystem bilden.

Sei {®} ein vollstindiges Operatorensystem. Wir zeigen & = A oder @ = V.

Zunichst ist leicht einzusehen, dass 1 1 nicht dquivalent zu 1 sein kann. Andernfalls
wire ein Ausdruck immer dquivalent zu 1, wenn wir alle Variablen mit dem Wert 1
belegen. Es gilt also 11 = 0. Mit dem gleichen Argument kénnen wir uns von der
Beziehung 0 & 0 = 1 iiberzeugen. Die Wahrheitstabelle von A ¢ B muss also zwingend
so aussehen:

| A ] B J AB]
1

0

- a4 O o

1
0
1

Damit bleiben nur 4 Moglichkeiten iibrig.

Aufgabe 2.10
&
Webcode
2123
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1. Fall
A ] B
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0
Dannist & = V.
2. Fall
LA ] B
0 0 1
0 1 0
1 0 1
1 1 0

Dann ist A @ B = —B. Damit wire auch {—} ein vollstindiges Operatorensystem,
was es offensichtlich nicht ist.

3. Fall
A ] B
0 0 1
0 1 0
1 0 1
1 1 0

Dann ist A & B = —A. Damit wire auch {—} ein vollstindiges Operatorensystem,
was es offensichtlich nicht ist.

4. Fall
LA | B
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Dann ist & = A.



27

Beweisen Sie die nachstehenden Formeln im aussagenlogischen Kalkiil:

a) (0= (y—x)—= (v—=(9—2))

b)

1
2
3.
4
5

6.

lo=(v=20)Fo—=(yv—2x)
{lo=(yv—=2),0t F vy
{lo—=(v—=2).0,v} -2
{o=(v—=2).vt Fo—x
{lo=(v=2)}Fv=(9—x)
Flo—=(y—x) = (y—(9—x))

= (= ~(e =)

N B~ W N =

@)

=

F o= (Y —==(p—y))
{o} F v —==(p—y)
Fy— oy

{y} b~y

{o.v} = =(¢——y)

{o} F y—=—(¢p—y)

o= (y—-(e—y))

(Satz 2.4)
(DT)
(DT)
(DT)
(DT)
(DT)

(T7)
(DT)
(T5)
(DT)
(MP, 2,4)
(DT)
(DT)

Aufgabe 2.11
#ot
Webcode
2881
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Aufgabe 2.12

aya)
Webcode
2698

In Abschnitt 2.5 haben Sie die Pradikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit kennen gelernt. Ist
es in dieser Logik moglich, Formeln mit den nachstehenden Eigenschaften zu konstruieren?

(U,I) = ¢>n < U besitzt mindestens n Elemente

dxg ... 3%, /\ Xi 7 X;
1<ij<n
i#]

(U,I) |E ¢<n < U besitzt hochstens n Elemente

dxg ...3x, Vy \/y:xi

i=1
(U,I) = ¢—, < U besitzt genau n Elemente

n
dx1 ...3dx, /\ Xi #x; A Ixg ... 3x, Yy \/y:x,-
1<ij<n i=1

i
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Eine Relation R heif3t

| reflexiv, wenn R(x,x) fiir alle x gilt,
B [inkskomparativ, wenn aus R(x,y) und R(x,z) immer R(y,z) folgt,
B symmetrisch, wenn aus R(x,y) immer R(y,x) folgt.
Formalisieren Sie die Aussage ,,Jede reflexive, linkskomparative Relation ist symmetrisch*
in der Priadikatenlogik erster Stufe. Versuchen Sie anschlieBend, die Aussage im priadikaten-
logischen Kalkiil zu verifizieren. Um die Aufgabe nicht unnétig zu erschweren, diirfen Sie
alle aussagenlogischen Tautologien als bereits bewiesen ansehen.
Formalisierung:

R(x,x) = ((R(x,y) AR(x,2) = R(y,2)) = (R(x,y) = R(y,x)))

Im Beweis benutzen wir Instanzen der folgenden beiden aussagenlogischen Tautologien:

o= (y—=oNY) (TAUT 1)
(pAy = 2)AY) = (0 — x) (TAUT 2)

Essei M := {R(x,x),R(x,y) AR(x,z) = R(y,z)}

I. M F R(x,y) AR(x,z) = R(y,2) (Satz 2.4)
2. M+ Vz(R(x,y) AR(x,z) = R(y,z)) (G, 1)
3. F Vz (R(x,y) AR(x,z) = R(y,z)) — (R(x,y) AR(x,x) = R(y,x)) (A4)
4. M F R(x,y) AR(x,x) = R(y,x) (MP, 2,3)
5. F (R(x,y) AR(x,x) = R(y,x)) —

(R(x,x) = (R(x,y) AR(x,x) = R(y,x)) AR(x,x)) (TAUT 1)
6. M F R(x,x) = (R(x,y) AR(x,x) = R(y,x)) AR(x,x) (MP, 4,5)
7. M F R(x,x) (Satz 2.4)
8. M F (R(x,y) AR(x,x) = R(y,x)) AR(x,x) (MP, 6,7)
9. F ((R(x,y) AR(x,x) = R(y,x)) AR(x,x)) = (R(x,y) = R(y,x)) (TAUT 2)
10.M F R(x,y) = R(y,x) (MP, 8,9)
I1.R(x,x) F (R(x,y) AR(x,z) = R(y,z)) = (R(x,y) = R(y,x)) (DT)
12.F R(x,x) = ((R(x,y) AR(x,z) = R(y,z)) = (R(x,y) = R(y,x))) (DT)
Quelle:

Menzel, Schmitt: Skript zur Vorlesung Formale Systeme, WS 94/95, Universitit Karlsruhe.

Aufgabe 2.13
&t ity
Webcode
2042
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Aufgabe 2.14

&
Webcode
2128

Nehmen Sie an, die Schlussregeln eines formalen Systems seien so beschaffen, dass die
erzeugten Theoreme in jedem Schritt ldnger werden, d.h., die Konklusion stets aus mehr
Zeichen besteht als die Pramissen.

[ - - | [

P1

(%2} [04] [}
[@2] > |o1] [@3] > |2 la| > [ @3]

Existiert fiir ein solches System immer ein Entscheidungsverfahren?

Ja. Da die Theoreme in jedem Ableitungsschritt linger werden, kann die Ableitung eines
Theorems der Lange n maximal n Schritte bendtigen. Um festzustellen, ob eine Formel ein
Theorem ist, miissen wir lediglich dessen Linge / bestimmen und anschlieBend alle Ablei-
tungen untersuchen, die aus maximal / Schritten bestehen. Die Anzahl der Ableitungen ist
endlich, so dass das Verfahren immer terminiert.
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In Abschnitt 2.6 haben wir erarbeitet, wie sich der Begriff der Endlichkeit innerhalb der
Pridikatenlogik zweiter Stufe definieren ldsst. Im Kern stand die Idee, mithilfe einer Formel
zu behaupten, jede injektive Funktion sei surjektiv. Hétten wir den Begriff auch iiber die
Forderung definieren konnen, dass jede surjektive Funktion auch injektiv ist?

Ja. Fiir jede endliche Menge M gilt, dass jede surjektive Funktion f : M — M auch injektiv
sein muss. Ist M unendlich, dann gibt es surjektive Funktionen f : M — M, die nicht injektiv
sind. Eine solche Funktion ist z. B.

f:N—=N

mit

Aufgabe 2.15
s

Webcode
2952
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Aufgabe 2.16 Welche Begriffe werden durch die nachstehenden Formeln definiert?
ala)
Webcode

o a) Y (Vx 3y (x = f(y)) = ¥x ¥y (F(x) = f(y) = x = y)

Die Formel besagt, dass jede surjektive Funktion auch injektiv ist. Damit definiert sie den
Begriff ,, endlich*.

b) IR (VxVyVz (R(x,y) AR(y,z) = R(x,2)) AVx (=R(x,x) Ay R(x,y)))

Die Formel besagt, dass eine transitive Relation existiert, in der jedes Element zu einem
anderen in Relation steht, aber niemals zu sich selbst.

Eine solche Relation existiert genau dann, wenn die Individuenmenge unendlich ist. Die
Formel definiert den Begriff ,, unendlich®.
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Formalisieren Sie die folgenden Aussagen innerhalb der Peano-Arithmetik: Aufgabe 3.1
s s

Webcode

a) ,,Es gibt natiirliche Zahlen x, y mit X2 +y2 =9.“ 3667

dxdyxxx+yxy=9
b) x> +vy* = 23 hat keine Losung in den positiven natiirlichen Zahlen.
—Ix Iy Tz (XA OAYy £ OAZAOAXXXXX+Y XYy XYy =2X2ZXZ)
¢) ,,x ist eine Zweierpotenz.
Vy (yx = (y=1Vv3Izy=2-2))

Idee: Eine Zahl ist genau dann eine Zweierpotenz, wenn alle ihre Teiler (auler der 1) ein
Vielfaches von 2 sind.
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Aufgabe 3.2

#
Webcode
3195

Welche der folgenden Formeln entspricht der Aussage ,,7 ist eine Primzahl“?

Beide

a) Vz (z|7T—= (z=1Vvz=17))

Eine natiirliche Zahl x > 1 ist eine Primzahl, wenn sie nur durch 1 und sich selbst teilbar
ist.

b) -I(y>1)I(z>1)T=yxz

Eine natiirliche Zahl x > 1 ist eine Primzahl, wenn sie nicht als Produkt zweier natiirlicher
Zahlen grofer als 1 dargestellt werden kann.

Welche der folgenden Formeln entspricht der Aussage ,,x ist eine Primzahl“?

Keine

¢) Vz((z|x) = (z=1Vz=x))

Nach dieser Formel wire die Zahl 1 ebenfalls eine Primzahl.

d) =3(y>1)3(z>1)x=yxz

Auch nach dieser Formel wire die Zahl 1 eine Primzahl.
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Formalisieren Sie die folgenden Aussagen mithilfe der Peano-Arithmetik: Aufgabe 3.3
#9
a) ,,Jede gerade natiirliche Zahl n > 2 ldsst sich als Summe zweier Primzahlen schreiben. Web?;ggg

¥n ((even(n) A greaterTwo(n)) — Jy Iz (prime(y) A prime(z) An =y +z)) mit
even(n) := (3zn=2x7z2)
greaterTwo(n) := (-n=0A-n=1A-n=2)
b) ,, Fiir unendlich viele Zahlen n ist sowohl n als auch n+ 2 eine Primzahl.

Vx3n3Im (n>xAm=n+2Aprime(n) Aprime(m))

Beide Aussagen sind alte Bekannte aus Kapitel 1. Die erste ist die berithmte Goldbach’sche
Vermutung, die zweite die Vermutung iiber die Existenz unendlich vieler Primzahlzwillinge.
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Aufgabe 3.4 In manchen Biichern wird das Induktionsaxiom

#
Webcode ?(0) = (Vx (9(x) = @(s(x))) = Vx @(x))
3734

in der geringfiigig abweichenden Form

(@(O)AYX (9(x) = @(s(x)))) = Vx @(x)

eingefiihrt. Zeigen Sie, dass beide Definitionen dquivalent sind.

Es sei
¢ = 9(0)
Vo= Vx (@(x) = ¢(s(x)))
X = Yxox)

Die erste Variante ldsst sich wie folgt umformen:

o= (v—x)
=0~ (-yVy)
AR

Fiir die zweite Variante erhalten wir das gleiche Ergebnis:

(oAY) =2
=-(pAy)Vy
=-QV-oyVy
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An erster Stelle der ZF-Axiomenliste haben wir das Axiom der Bestimmtheit eingefiihrt. In
formaler Schreibweise lautete es wie folgt:

VxVy(x=y < Vz(zexrzey))

Nehmen Sie an, wir wiirden das Gleichheitszeichen aus der Sprache entfernen und das Be-
stimmtheitsaxiom nicht als Axiom sondern als Definition des Gleichheitszeichens auffassen.
Dies bedeutet, dass wir das Gleichheitszeichen nicht mehr linger als natives Sprachelement,
sondern nur noch als syntaktische Abkiirzung behandeln diirfen. Kénnen wir in der so modi-
fizierten Mengenlehre immer noch die gleichen Theoreme ableiten?

Ja. Das Bestimmtheitsaxiom fiihrt die Gleichheitsrelation vollstindig auf die Elementrela-
tion zuriick. Das Symbol =’ als syntaktische Abkiirzung zu behandeln, dndert also nichts
an der Ausdrucksfahigkeit der Mengenlehre. Dass die Gleichheit in der Regel trotzdem fest
in die Sprache integriert wird, hat hauptsichlich historische Griinde. In der urspriinglichen
Zermelo-Mengenlehre war das Bestimmtheitsaxiom eben ein Axiom und keine Definition.
Manche Biicher gehen auch den ,,moderneren® Weg und nehmen das Gleichheitssymbol aus
der Sprache heraus (z. B. Mendelson: Introduction to mathematical logic). Hier ist das Be-
stimmtheitsaxiom in der Tat eine Definition und kein Axiom.

Aufgabe 3.5
s

Webcode
3212
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Aufgabe 3.6

& #
Webcode
3700

An vierter Stelle der ZF-Axiomenliste haben wir das Axiom der Vereinigung eingefiihrt:
Vx3JyVz(zey+ I (wex)zew)

Unter anderem garantiert es uns, dass fiir zwei Mengen x und y die Vereinigungsmenge x Uy
existiert. Im Zusammenhang mit diesem Axiom haben wir auch die Schreibweise x Ny als
syntaktische Abkiirzung fiir die Schnittmenge eingefiihrt. Ist die Existenz der Schnittmen-
ge ebenfalls durch das Vereinigungsaxiom abgesichert? Falls nein, welche Axiome werden
hierzu benétigt?

Um die Existenz der Schnittmenge zu beweisen, brauchen wir das Vereinigungsaxiom gar
nicht. Die Existenz folgt unmittelbar aus dem Aussonderungsaxiom. Dieses garantiert uns,
dass

{zex|zexnzey}

eine Menge ist. Diese ist aber genau der Schnitt xNy.
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Ein unentbehrlicher Bestandteil der ZF-Mengenlehre ist das Fundierungsaxiom. Es besagt,
dass wir in jeder nichtleeren Menge x ein Element y finden konnen, das mit x keine Elemente
gemeinsam hat.

a)

b)

Welche Bedeutung besitzt das Axiom fiir die ZF-Mengenlehre?

Das Fundierungsaxiom ersetzt das urspriinglich von Fraenkel eingefiihrte Beschrdinkt-
heitsaxiom, das den Bereich der Mengen auf den geringsten Bereich eingrenzt, der mit den
iibrigen Axiomen vertriglich ist. Eine direkte Folge des Fundierungsaxioms ist, dass keine
unendlich absteigenden €-Ketten existieren konnen und keine Selbst- oder Ringinklusion
moglich ist. Das Fundierungsaxiom wird benétigt, um beispielsweise die €-Induktion zu
legitimieren, die eine gebrduchliche Beweismethode der Mengenlehre ist. Mit ihr konnen
wir eine Aussage liber Mengen beweisen, indem wir die Giiltigkeit der Aussage fiir alle
Elemente einer Menge x annehmen und anschlieBend zeigen, dass die Aussage dann auch
fuir x giiltig ist.

Ist das Fundierungsaxiom mit der Russell’schen Typentheorie vertraglich?
Ja, es ist dort immer erfiillt! Man wihle aus x das Element mit dem geringsten Typ. Dieses

kann nur Elemente enthalten, deren Typ geringer ist. Diese Elemente konnen nicht in x
vorkommen.

Aufgabe 3.7
Y
Webcode
3866
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Aufgabe 3.8 In Abschnitt 3.2.1.3 haben wir gezeigt, dass sich der Begriff des geordneten Paares durch die
“ Definition

Webcode (E,v) = ({E}.{E.v))

3115

auf den Begriff der Menge reduzieren lésst. Die gezeigte Moglichkeit ist nur eine von vielen.
Beispielsweise konnen wir geordnete Paare nach einem Vorschlag von Norbert Wiener aus
dem Jahr 1914 auch so darstellen [141,213,214]:

(& v) == {{0.{c}}. {{v}}}

a) Durch welche der folgenden Mengendiagramme werden die in diesem Kapitel diskutier-
ten Definitionen des geordneten Paares visualisiert?

I N I N I N
] ~ ~ ! ] N ~ ! ] P !
RN s SN [N s ! 1 . - !
4 - N \ 4 \ 1 \ 4 \ 1 ’ N e ~ 1
| . \ | | \
vl Ny [ v/ v/ v | / (e \ 1
\ N [T 1 -~ LI 1 \ 1
1 | - 1 - - 1
[ O IR I A7 /N o ' \ Do\ H !
[EEANEERN AN \ | A roN ! | \ o |
\ ~ - ’ Ao ! ’ AN ’ NN ’ \ ’ N
I \ ~- /) NS , ! 1 N I 1 N . I
1 1 1 N 1 1 |
1 ! 1 = ! 1 !
-

Links: (§,v) = {{0,{¢}},{{v}} }
Rechts: (G, v) = {{5},{5,v}}

b) Nach welchem Konstruktionsmuster bildet das verbleibende Diagramm den Begriff des
geordneten Paares ab? Ist es fiir die Darstellung geordneter Paare iiberhaupt geeignet?

Mitte: <§,V> = {{@,é}{{@}ﬂ/}}

Ja, die Darstellung erfiillt ebenfalls ihren Zweck.
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In Abschnitt 3.2.1.2 haben wir herausgearbeitet, dass die Relation ,<*‘ keine Wohlordnung Aufgabe 3.9
auf der Menge Z der ganzen Zahlen ist. &

Webcode
Definieren Sie die Ordnungsrelation , < so um, dass Z zu einer wohlgeordneten Menge wird. 3060

Eine Wohlordnung entsteht z. B. so:
x<y & K <plV(x=plrx<y)
Dies liefert die Reihenfolge

0<—-1<1l<—-2<2<-3<3<...
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Aufgabe 3.10
o Vaa)
Webcode
3463

Das kartesische Produkt zweier Mengen v und U ist in der Mathematik wie folgt definiert:

a)

b)

c)

d)

vxp = {{xy) |xevAayeu}

Formalisieren Sie das kartesische Produkt im System der ZF-Mengenlehre. Geben Sie
hierzu eine Formel £(&,v, ) an, die genau dann wahr ist, wenn &, v, u die Beziehung
& = v x u erfiillen.

R(E,v ) = Vx(x €&+ Ixg Ixa (x={x1,%2) AX1 € VAXa € lL))

Geben Sie eine Formel (&, v) an, die genau dann wahr ist, wenn & eine Relation iiber
der Menge V ist. Fiihren Sie Thre Definition auf die Formel &(&, v, ) aus Teilaufgabe a)
zuriick.

R(E,v) = Tz (R(z,v,V)NE C2)

Auf Seite 168 haben Sie die Formel 93(&) kennen gelernt, die genau dann wahr ist, wenn
& eine Relation iiber einer beliebigen Menge ist. Versuchen Sie, fiir R(£) eine alternative
Definition zu finden, die den Begriff der Relation auf das kartesische Produkt zuriickfiihrt.

Vorsicht Falle: Wenn wir tatséchlich R(€) auf R zuriickfiihren konnten, was miissten wir
dann fiir die Variablen v und p einsetzen? Ist & eine beliebige Relation, so sind ihre
Elemente geordnete Paare beliebiger Mengen. u und v wiren die Menge aller Mengen,
die gliicklicherweise nicht in ZF existiert.

Aufbauend auf dem Relationenbegriff haben wir herausgearbeitet, wie sich der Begriff
der partiellen Funktion innerhalb der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre beschreiben lésst.
Lassen sich die Begriffe der toralen, der injektiven und der surjektiven Funktion auf die
gleiche Weise formalisieren?

Ja. Sei f eine Funktion. Dann gelten die folgenden Zusammenhénge:

f ist total < f ist eine linkstotale und rechtseindeutige Relation
[ istinjektiv < f ist eine linkseindeutige und rechtseindeutige Relation
[ ist surjektiv < f ist eine rechtstotale und rechtseindeutige Relation
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In dieser Ubungsaufgabe greifen wir den formalen Beweis von Satz 3.3 auf, den Beweis iiber
die Komponentengleichheit geordneter Paare.

a) War es wirklich notig, die Aussage x =y = u = v vollstdndig zu beweisen?

Nein, die Aussage im Originalbeweis ist stirker als notig. Anstelle vonx =y =u=v zu
folgern, reicht es, y = v zu zeigen. Mehr wird im Beweis nicht bendtigt.

b) Am Ende des umgangssprachlich formulierten Originalbeweises werden zwei Fille un-
terschieden. Zunichst wird der Fall v # u betrachtet, danach der Fall v = u. Hétten wir im
formalen ZF-Beweis auf die Durchfithrung dieser Fallunterscheidung verzichten kénnen?

Ja, wir hitten darauf verzichten konnen, da das Hilfstheorem (H11) beide Fille abdeckt.
Ganz los werden wir die Fallunterscheidung aber trotzdem nicht. Sie wiirde wieder auf-
tauchen, sobald wir versuchen, das Hilfstheorem zu beweisen.

Aufgabe 3.11
i Yim Vo)
Webcode
3567
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Aufgabe 3.12 Welche der folgenden Mengen sind transitiv? Welche sind Ordinalzahlen? Welche sind

& Kardinalzahlen?
Webcode
3234 a) 0 o {{0},{{0}}} e) {0.{0},{{0}}}
b) {0} d) {0,{{0}}} f {0,{0},{0,{0}} }

Transitive Mengen sind a), b), e), f)
Ordinalzahlen sind a), b), f)

Kardinalzahlen sind a), b), f)



45

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen:

a) Ist x eine Ordinalzahl, dann ist es auch P(x).

Die Aussage ist falsch. Die Menge
x={0,{0},{0,{0}} }

ist eine Ordinalzahl. Ferner ist die Menge

y=1{0,{0,{0}} }

ein Element der Potenzmenge P (x). y ist nicht transitiv und P (x) damit keine Ordinalzahl.

b) Die Ordinalzahladdition ist kommutativ, d.h., es gilt «c + 8 =  + ..

Die Aussage ist falsch. Esist 1 + @ = @, aber 0 + 1 = s(®) # @

¢) Die Ordinalzahlmultiplikation ist kommutativ, d. h., es gilt .- B = 3 - «x.

Die Aussage ist falsch. Es ist 2 X @ = w, aber @ X 2 # @

Aufgabe 3.13
&
Webcode
3196
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Aufgabe 3.14 Welche der folgenden Aussagen sind jeweils dquivalent zueinander?
ala)
Webcode a) X istleer ¢) X ist hochstens abzihlbar e) X ist unendlich
3034

b) X ist endlich

g)
h)

i)

—

-

)

IX|=0
X[ = Xo
X[ < o
X[ > X
IX] < X
IX| > X
IX] € Xo
IX| € %o
IX| C Xo
Xo € [X|
Xy C |X]

N()C‘X|

d) X ist abzédhlbar

Aquivalent zu a)
Aquivalent zu d)
Aguivalent zu b)
Aquivalent zu f)
Aquivalent zu c)
Aquivalent zu e)
Aquivalent zu b)
Aquivalent zu c)
Aquivalent zu b)
Aquivalent zu f)
Aquivalent zu )

Aquivalent zu f)

(Menge ist leer)

(Menge ist abzihlbar)

(Menge ist endlich)

(Menge ist iiberabzihlbar)

(Menge ist endlich oder abzihlbar)
(Menge ist unendlich)

(Menge ist endlich)

(Menge ist endlich oder abzihlbar)
(Menge ist endlich)

(Menge ist liberabzihlbar)

(Menge ist unendlich)

(Menge ist liberabzihlbar)

f) X ist iberabzdhlbar
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Auf Seite 206 haben Sie gelernt, wie sich Formeln der Peano-Arithmetik auf natiirliche
Zahlen abbilden lassen. Diese Ubungsaufgabe soll IThnen einen Eindruck iiber die GroBe der
Zahlen vermitteln, mit denen wir es hier konkret zu tun haben. Versuchen Sie herauszufinden,
welche Formeln den folgenden Godelnummern entsprechen:

a) 27945122556290792802283166332500000000000
=2!1.32.518.74.112. 1315174
=Vxdyx=y

b) 920783852754905293279042680914408826637119384453120000

:223.317.54_719.]]15.]34
=s(y)=y

Hinweis: Es ist sehr aufwendig, derart gro3e Zahlen per Hand zu faktorisieren. Greifen Sie
hierzu auf ein Software-Werkzeug wie Mathematica oder Maple zuriick oder verwenden Sie
das Web-Portal WolframAlpha.

Aufgabe 4.1
s

Webcode
4689
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Aufgabe 4.2 Verwenden Sie die auf Seite 209 beschriebene Methode, um die Godelnummer der Formel
# Jx s(x) = x zu berechnen. Wiederholen Sie die Rechnung fiir die Formel 1 +0 = 1.

Webcode

4044 Hinweis: Es reicht, wenn Sie die Godelnummern in faktorisierter Schreibweise notieren. Bei-

de Zahlen besitzen ausgeschrieben weit tiber hundert Dezimalziffern.

Ixs(x) =x
_13.32.523 717 112.1319.1715. 19
=37373116939301289993545612318515250189642832234669
529840652636718750000000000000

1+0=1

=5(0)+0=s(0)

— 923,317 521 719 1125 1321 1715 .1923.9317 9921 .3119

= 18250787262870278170563135334902730052938878568308
29355360272955164268213994223583004153528889022462
80795219655567579012132799734179404967706047310581
06438331565659275652074134314352491526624023881831
96532000000000000000000000
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Eine clevere Art der Godelisierung hat Raymond Smullyan in [185] vorgeschlagen. In seiner
Codierung wird jedem Formelzeichen zunichst einer der folgenden Basiscodes zugeordnet:

1 °v v v v vt 1t trt1ri1r1 1
K e e e e A A A A S S S
1 "0 2 '3 4 5 678 9 w0ln 12

AnschlieBend werden die ermittelten Codes als Ziffern einer Zahl zur Basis 13 aufgefasst.
Konkret: Besteht eine Formel ¢ aus n Zeichen und bezeichnen wir den Basiscode des i-ten
Zeichens mit ¢;, so berechnet sich die Godelnummer iiber die Formel "¢ := Y7, ¢;-13"7".

a) Ermitteln Sie die G6delnummer fiir die Formel Vv v = v.

Zifferncodes : 96 6 10 6

Godelnummer: 9% 13* + 65133 +6%1324+10% 13! +6
= 271381

b) Smullyan verwendet in seiner Logik das Hochkomma fiir die Nachfolgerfunktion. 0’ steht
fiir die Zahl 1, 0” fiir die Zahl 2 und so fort. Welche Godelnummer besitzt der Ausdruck,
der stellvertretend fiir die natiirliche Zahl n steht?

Die zugehorige Ziffernfolge setzt sich aus einer 1, gefolgt von n Nullen zusammen.

Damit erhalten wir als Godelnummer die Zahl 13". Clever!

Aufgabe 4.3
s

Webcode
4884
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Aufgabe 4.4
oy
Webcode
4449

Gegeben sei ein Kalkiil K, in dem sich Relationen und Funktionen auf die gleiche Weise
arithmetisch représentieren lassen, wie wir es von der Peano-Arithmetik her gewohnt sind.
A1 und A, stehen fiir die folgenden Aussagen:

A : Reprisentiert ¢ eine Relation R semantisch, so reprisentiert sie R auch syntaktisch.
A, : Reprisentiert ¢ eine Relation R syntaktisch, so représentiert sie R auch semantisch.

Vervollstindigen Sie die folgende Aussagenmatrix: Aussage A| Aussage A,

Ist der Kalkiil K . .. wahr  falsch wahr  falsch

B Kkorrekt und vollstindig, so ist
B Kkorrekt und negationsvollstindig, so ist
B widerspruchsfrei und vollstindig, so ist

4

4

4
B widerspruchsfrei und negationsvollstiandig, so ist O

Hinweise zur Losungsfindung:

1. Sei K ein vollstindiger Kalkiil. Dann folgt aus = ¢ immer - ¢. Damit ist jede seman-
tische Représentation von R auch eine syntaktische (A; ist wahr).

2. Sei K ein korrekter Kalkiil. Dann folgt aus - ¢ immer = ¢. Damit ist jede syntaktische
Reprisentation von R auch eine semantische (A, ist wahr).

3. Sei K korrekt und negationsvollstindig. Dann folgt aus - ¢ immer auch = ¢. Da immer
entweder ¢ oder —¢ abgeleitet werden kann, ist K auch vollstindig.

4. Sei K widerspruchsfrei und vollstindig. Dann folgt aus = ¢ immer auch b ¢. Da nie-
mals ¢ und —¢ gleichzeitig abgeleitet werden kann, ist K auch korrekt.
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Die Godel’sche Originalarbeit aus dem Jahr 1931 enthilt einen handwerklichen Teil, in dem
45 primitiv-rekursive Funktionen und Relationen definiert werden. Los geht es mit zwei
Relationen und drei Funktionen:

Pi(x,y) & Jz(z<xAx=y-2)

Py(x) & —3(z<x) (z# LAz#XAP(x,2) Ax> 1

f3(0,x) =0
f3(n+1,x) == min{y <x|P(y) AP (x,y) Ay > f3(n,x)}
£(0) = 1
fa(n+1) == (n+1)- fy(n)
f5(0) :==0

fs(n+1) = min{y < fu(fs(n)) + L[ P2(y) Ay > f5(n)}

Finden Sie heraus, welche inhaltliche Bedeutung den definierten Relationen und Funktionen
zukommt.

Pi(x,y) < xistdurchy teilbar
P(x) < xist eine Primzahl

f3(n,x) = n-te in x enthaltene Primzahl

fa(n) = n!

fs5(n)

= n-te Primzahl

Aufgabe 4.5
i Yim Vo)
Webcode
4787
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Aufgabe 4.6

Py
Webcode
4135

Betrachten Sie die folgende Argumentation:

a) Jede wahre Aussage der Zahlentheorie ist eine logische Fol-
gerungen aus den Peano-Axiomen.

b) Die Peano-Arithmetik formalisiert die Peano-Axiome. Als
Theorie erster Stufe erfiillt sie die Voraussetzungen des Go-
del’schen Vollstindigkeitssatzes. Dieser besagt, dass in Theo-
rien erster Stufe alle logischen Folgerungen innerhalb des
Kalkiils bewiesen werden konnen.

¢) Aus a)und b) folgt, dass jede wahre Aussage der Zahlentheo-
rie innerhalb der Peano-Arithmetik beweisbar ist.

Offensichtlich steht das Ergebnis im Widerspruch zu Godels erstem Unvollstindigkeitssatz.
Wo steckt der Fehler?

Formulieren wir die Peano-Axiome als Theorie erster Stufe, so ist a) eine falsche Aussage.
Aufgrund der Abschwichung des Induktionsaxioms ist nicht jede wahre Aussage der Zah-
lentheorie eine logische Folgerung aus den Axiomen.

Korrekt muss a) so lauten:

a) Jede wahre Aussage der Zahlentheorie ist eine logische Folgerungen aus den Peano-
Axiomen zweiter Stufe.

Dann wire a) korrekt, allerdings greift jetzt der Vollstdndigkeitssatz nicht mehr, da er nur fiir
Theorien erster Stufe gilt.
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In Abschnitt 4.2 haben Sie die semantische und die syntaktische Variante des ersten Go-

del’schen Unvollstindigkeitssatzes kennen gelernt. Eine weitere Variante ist diese hier:

’
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

,Jedes korrekte formale System, das stark
genug ist, um die Peano-Arithmetik zu for-
malisieren, ist negationsunvollstindig.

’
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Die Formulierung ist stirker als die semantische Variante, aber schwicher als die syntakti-
sche. Lisst sie sich dennoch mit wenig Aufwand aus der semantischen Variante herleiten?

Ja. Haben wir die semantische Varianten in Hinden, so ldsst sich die hier formulierte Variante
sehr einfach herleiten. Das einzige, was wir hierfiir bendtigen ist das Wissen, dass jedes

Widerspruchs-
freie formale
Systeme

Unvollstindige
formale Systeme

)

Korrekte
formale Systeme

Negations-
unvollstindige
formale Systeme
~ - @@

korrekte formale System, das unvollstindig ist, immer auch negationsunvollstindig ist.

Aufgabe 4.7
&
Webcode
4040
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Aufgabe 4.8

ity
Webcode
4895

Auf Seite 224 haben wir behauptet, dass aus den drei Beziehungen

z=diag(y) =+ Vz (Diag(y,z) <+ z=72)
(x,y) € B = B(x,y)
(x,y) ¢B =+ ﬁB(Ey)

4.1
4.2)
4.3)

mit ein wenig Umformungsaufwand die folgenden Beziehungen abgeleitet werden konnen:

x codiert einen Beweis fiir die Formel ¢,(y) = F yga(x,y)

x codiert keinen Beweis fiir die Formel ¢,(y) = F —~yGa(%,y)

Skizzieren Sie den fehlenden Beweis.

Beweis: 1. Fall: x codiert einen Bewesis fiir die Formel ¢, (7).

Sei z die Godelnummer von @,(¥). Dann ist

z = diag(y)
(x,z) €B

Dann konnen wir den Beweis folgendermaf3en konstruieren:

I. + Vz(Diag(y,z) »z=72)
+ B(x,z)

o

3. + Diag(y,2)
4. F Diag(y,z) AB(x,2)

5. F 3z (Diag(y,z) AB(x,2))
6. F y(xy)
2. Fall: x codiert keinen Beweis fiir die Formel ¢, (¥).

Sei z die Godelnummer von ¢, (y). Dann ist

z = diag(y)
(x,2) ¢B
Dann kénnen wir den Beweis folgendermal3en konstruieren:

I. + Vz (Diag(y,z) »z=3)
2. F =B(x,2)

(4.4)
4.5)

(aus (4.4) und (4.1))

(aus (4.5) und (4.2))

(aus 1)

(aus 3 und 2)

(aus 4)
(Def)

(4.6)
%))

(aus (4.4) und (4.1))
(aus (4.7) und (4.3))
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z=7— -B(x,2)

Diag(y.z)  ~B(%.2)

—(Diag(y,z) AB(x,2))
Vz —(Diag(y,z) AB(X,z))

-3z (Diag(y,z) AB(X,2))
_‘W(X,y)

(aus 2)

(aus 1 und 3)

(aus 4)
(G, 5)

(aus 6)
(Def)
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Aufgabe 4.9
oy
Webcode
4875

In Abschnitt 2.6 haben Sie die Pradikatenlogik zweiter Stufe kennen gelernt. Wir haben
dort herausgearbeitet, dass wir die Ausdrucksstirke der PL1 durch die Hinzunahme von
Priadikat- und Funktionsvariablen erhGhen konnen. Ebenfalls wurde erwihnt, dass wir dafiir
einen hohen Preis zahlen miissen. Im Gegensatz zur Pridikatenlogik erster Stufe ist die PL2
nicht mehr vollstdndig, wenn wir die Standardsemantik zugrunde legen. Das bedeutet, dass
kein Kalkiil existiert, in dem sich genau diejenigen Formeln der PL2 ableiten lassen, die
beziiglich der Standardsemantik allgemeingiiltig sind.

a)

b)

c)

Konstruieren Sie eine PL2-Formel ¢, die genau unter jenen Interpretationen wahr ist,
deren Individuenbereiche isomorph zu den natiirlichen Zahlen sind:

UDkEe & UXN (4.8)

PA seine diejenige Formel, die aus der Konjunktion der PA-Axiome und den folgenden
Ersetzungen entstanden ist:

® Das Symbol 0 wurde durch die Konstante n ersetzt.

e Die Nachfolgeroperation s wurde durch die Funktionsvariable S ersetzt.

® Die Operatoren ,+° und , x ¢ wurden durch die Funktionsvariablen f und g ersetzt.

Durch die Ersetzung ist PA eine native PL2-Formel geworden und die Formel
¢ = Jf3gdsdnPA
weist die von uns gesuchte Eigenschaft auf:

U)=¢ & UXN 4.9)

Zeigen Sie, dass die Unvollstindigkeit der PL2 eine direkte Folge des ersten Godel’schen
Unvollstindigkeitssatzes ist.

Die Peano-Axiome, formuliert in der PL2, sind kategorisch, d.h. sie sind genau wahr,
wenn der Individuenbereich isomorph zu den natiirlichen Zahlen ist. Damit sind wir in
der Lage, die Peano-Arithmetik innerhalb der PL2 so ,,nachzubauen®, dass jede wahre
Aussage der Zahlentheorie einer allgemeingiiltigen PL2-Formel entspricht. Wire die PL2
vollstdndig, so lieBen sich alle allgemeingiilitigen PL2-Formeln beweisen und damit auch
jede wahre Aussage der Zahlentheorie. Genau dies ist aber nach dem ersten Godel’schen
Unvollstindigkeitssatz unmoglich.

Zeigen Sie, dass keine PL1-Formel existieren kann, die (4.9) erfiillt.
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Gibe es diese Formel, wir nennen sie ¢y, so konnten wir sie konjunktiv mit den Peano-
Axiomen (formuliert in der PL1) verkniipfen und erhielten so eine kategorische Charak-
terisierung der natiirlichen Zahlen innerhalb der PL1 (effektiv hitten wir durch die Hin-
zunahme dieser Formel alle Nichtstandardmodelle beseitigt). Mit dem gleichen Argument
wie oben wiirde dann die Unvollstiandigkeit der PL1 folgen, im Widerspruch zu Godels
Vollstindigkeitssatz.
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Aufgabe 4.10

&
Webcode
4998

In Abschnitt 4.2.8 haben wir definiert, was es bedeutet, eine natiirliche Zahl mit einer Formel
der Peano-Arithmetik zu benennen.

Welche Zahlen werden durch die folgenden Formeln benannt?

a) x+x = (s(s(0))) b) x+x=s(s(s(s(0))))
1 2

¢) xxx=s(s(0)) d) xxx=s(s(s(s(0))))
keine (v/2 ist keine natiirliche Zahl) 2

Welche der folgenden Aussagen iiber die Formeln der Peano-Arithmetik sind richtig?

e) ,,Jede Formel benennt eine natiirliche Zahl. “

Die Aussage ist falsch. Die Formel aus Teil ¢) ist ein Gegenbeispiel.

f) ,,Jede natiirliche Zahl wird durch eine Formel benannt. “

Die Aussage ist richtig. Die Zahl n wird z. B. durch die Formel x = 77 benannt.

g) ,,Es gibt fiir jede natiirliche Zahl unendlich viele Moglichkeiten, sie zu benennen.

Die Aussage ist richtig. Jede der (unendlich vielen) Formeln
4. +x=s(...5(s(s(s(s(0
x o x=s(eos(s(s(s(s(0))))....)
m-mal n-m-mal

benennt die Zahl n.
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Die Instruktionsmengen zweier Turing-Maschinen M| und M, seien wie folgt gegeben:
I = {(q17S(),S],R,q2),(C]z,SO,S(),R,q:‘,),(Q3,SO,S2,R,6]1)}
12 = {(CIUSOaSlaRan))(q27S0aSO7Raq3)7(q3aSOaS27R7q1)7(q47507507R7q1)}

a) Erzeugen Sie die Standardbeschreibungen von M| und M,.

My ¢ 731332531173113353111731113322531
; DADDCRDAA; DAADDRDAAA; DAAADDCCRDA

My : 731332531173113353111731113322531731111133531
; DADDCRDAA; DAADDRDAAA; DAAADDCCRDA; DAAAADDRDA

b) Analysieren Sie das Verhalten der Maschinen. Welche Unterschiede fallen Ihnen auf?

M, besitzt offensichtlich einen anderen Instruktionssatz und damit eine andere Godelnum-
mer als M;. Funktional sind M; und M, aber identisch, da der Zustand g4 unerreichbar ist
und die letzte Instruktion damit niemals ausgefiihrt werden kann. Quintessenz: Maschi-
nen, die funktional identisch sind, konnen trotzdem andere Godelnummern besitzen.

Aufgabe 5.1
#

Webcode
5089
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Aufgabe 5.2 In Abbildung 5.12 ist die Instruktionstabelle von Turings historischer universal machine
# dargestellt. Unter anderem wird dort die folgende Teilmaschine definiert:
Webcode
5743 Not A R,R con(¢, a)
con(€, @)
A L,Po,R cony (€, @)
A R,Pa,R cony (€, @)
cony (€, @) D R,Pa,R cony (€, @)
None PD,R,Po,R,R,R ¢
C R,Pa,R conp (¢, @)
cony (€, )
Not C R,R ¢

Wird die Maschine in der Konfiguration

ﬂE@@@H@@@@@H@E@@@H@H

gestartet, so terminiert sie nach 10 Berechnungsschritten, und der Schreib-Lese-Kopf steht
an der folgenden Bandposition:

”-@@@H@@@@EEEE@@@!@!

a) Tragen Sie den produzierten Bandinhalt in die Abbildung ein.

b) Welche Teilaufgabe konnte die Maschine in Turings Gesamtkonstruktion erfiillen?

Turing verwendet sie, um die ersten beiden Komponenten einer Instruktion zu markieren.
Zunichst wird mit einer anderen Maschine das Semikolon gesucht. Danach werden mit
der Maschine con die Komponenten ¢;, S; und Sy einer Instruktion markiert, indem links
von jedem Zeichen das Symbol o geschrieben wird. Dass neben jeder Bandzelle eine Frei-
zelle existiert, ist ein Grundkonzept in der Arbeitsweise von Turings computing machines.
Wie hier deutlich wird, verwendet er sie, um temporirer Markierungen anzubringen oder
Zwischenergebnisse zu speichern.
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Damit eine Turing-Maschine von einer universellen Maschine simuliert werden kann, muss Aufgabe 5.3
sie in geeigneter Weise codiert werden. In dieser Aufgabe geht es um die Codierung, die #a
Turing in seiner Arbeit aus dem Jahr 1936 vorgeschlagen hat. Webcode

5272
Bewerten Sie die folgenden Aussagen: wahr falsch

v

O
v
v

B Jede natiirliche Zahl ist die Godelnummer einer Maschine.
B Die Codierung ist injektiv.

B Die Codierung ist surjektiv.

OO0 ~O

® Die Codierung ist bijektiv.

Hinweise:

1. Die erste Behauptung ist falsch, da jede Godelnummer mit der Ziffer 7 anfangt.
2. Die zweite Behauptung ist richtig. Jede Godelisierung ist injektiv.
3. Die dritte Behauptung ist eine andere Formulierung fiir die erste und daher falsch.

4. Die vierte Behauptung ist falsch, da jede bijektive Abbildung auch surjektiv sein muss.
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1 Losungshinweise

Aufgabe 5.4

&
Webcode
5543

Wir haben gezeigt, dass sich eine Turing-Maschine oder eine Registermaschine auf zwei
Arten nutzen lésst: als Transduktor oder als Akzeptor. Fiir eine Funktion f : N — N bedeutet
dies das Folgende: Als Transduktor nimmt die Registermaschine x als Eingabe entgegen und
produziert y als Ausgabe. Als Akzeptor nimmt sie das Tupel (x,y) entgegen und akzeptiert
die Eingabe genau dann, wenn x und y die Beziehung f(x) =y erfiillen.

Ziel dieser Aufgabe ist es, einen Zusammenhang zwischen diesen Begriffen herzustellen.

a) Kann eine berechnende Maschine eine akzeptierende Maschine simulieren?

Ja. Wie dies gelingt, lésst sich direkt aus der Definition der Entscheidbarkeit ablesen. Wir
miissen lediglich eine berechnende Maschine konstruieren, die als Ergebnis eine O oder
eine 1 schreibt. Das Eingabewort wird akzeptiert wenn der Funktionswert gleich 1 ist. Es
wird abgelehnt, wenn der Ergebniswert gleich 0 ist.

b) Kann eine akzeptierende Maschine eine berechnende Maschine simulieren?

Auch das ist moglich. Angenommen, wir wollen eine Funktion f(x) berechnen, haben
aber nur einen Akzeptor zur Verfiigung, der genau diejenigen Eingaben (x,y) akzeptiert,
fiir die y = f(x) ist. Um den Funktionswert f(x) zu berechnen, bauen wir den Akzeptor
zu einem Aufzihler um, wie es in Abbildung 5.24 beschrieben wurde.

Ist f(x) # 0, so wird irgendwann das Tupel (x,y) aufgezihlt. In diesem Fall schreiben wir
y auf das Band und halten an. Ist f(x) = 0, so lduft die Maschine fiir immer weiter. Damit
haben wir eine berechnende Maschine fiir f konstruiert.
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In Abschnitt 5.1.2 haben Sie eine Registermaschine kennen gelernt, die von James P. Jones Aufgabe 5.5
und Yuri Matijasevi¢ im Jahr 1991 entworfen wurde [102]. Hierbei handelte es sich um einen aya)
Transduktor, der in Register R; die Eingabe x entgegennimmt und dort auch die Ausgabe Webcode
f(x) ablegt. Anhand des Ablaufprotokolls aus Abbildung 5.17 konnten Sie einen Eindruck 5781

gewinnen, wie sich die Maschine fiir den Fall R; = 2 verhilt. Nach 23 Schritten hielt sie an
und hinterlie in R den Ergebniswert 1.

a) Vervollstindigen Sie die nachstehende Liste, indem Sie den Ablauf fiir weitere Eingaben
simulieren:

b) Welche bekannte Zahlenfolge wird durch die Registermaschine berechnet?

Die Maschine berechnet die Fibonacci-Zahlen. Sie sind rekursiv definiert:
Fy :=0
F = 1
Fopo = F1+F,
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Aufgabe 5.6 Alle diskutierten Registermaschinen waren mit drei Sprungbefehlen ausgestattet:

#n
Webcode W L;:gotoL, mL:ifR;j=0gotoL, mL:ifR; #0goto L,
5696

a) Ist es moglich, damit den folgenden erweiterten Sprungbefehl zu implementieren?

L;:if R; =0 goto L, else goto L,,

Ja.
L;:if R;j =0goto L,
Li+1 : QOto Lm

b) Andert sich die Ausdrucksstirke des Maschinenmodells, wenn wir uns auf den Sprungbe-
fehl L; : if R; = 0 goto L, beschriinken?

Nein, die anderen beiden lassen sich simulieren.

Simulation von L; : goto L,

L; :if R; = 0 goto L, wobei R; ein nicht verwendetes Register ist.

Simulation von L; : if R; # 0 goto L,

L;:if Rj =0goto L;»
Li+1:goto L,
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In dieser Aufgabe sollen Sie sich mit dem zelluldren Automaten beschiftigen, der tiber das
folgende Regelschema definiert ist:

Regel 1 Regel 2 Regel 3 Regel 4 Zustand

Link l:l%. Rechts
inker echter
D . . . Nachbar Nachbar
Regel 5 Regel 6 Regel 7 Regel 8
B NN BN S

. . . |:| Folgezustand

Welche Thnen bekannte Struktur wird durch diesen Automaten erzeugt? Vervollstindigen Sie
zur Beantwortung dieser Frage das folgende Diagramm. Die ersten drei Zeilen sind bereits
ausgefiillt.

Aufgabe 5.7
#

Webcode
5742
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Aufgabe 5.8 In dieser Aufgabe geht es um die folgende Turing-Maschine:
ala)

Webcode Q: {qlaq25q37q47q5aq6}

5911 S=1{0,1}

1= {(q1707 17R7€12)7(612»Oa 17R7q3)7(q3707laRaq4)7(q4707 17L,611)7(515a07 17R7q6)7
(qla 17 17Laq3)7(q23 17 laRan)a(q3a1503L>q5)3(q471a l,L,LI4),(C]5,1,0,L,q1)}

a) Vervollstindigen Sie den nachstehend abgedruckten Simulationslauf:

0 0 00 0 0 0 0 0 O 0 0 01 1 0 1 1 0 O

T T
o 0 0 01 0 O O 0 o o o0 0 1 1 1 1 1 0 O
T | K
o 0 0 0 1 1 O O 0 O o o0 0 1 1 1 1 1 0 O
T W (4)
o 0 0 0 1 1 1 0 0 O o o0 0 1 1 1 1 1 0 O
T (@) ()
o 0 0 0 1 1 1 1 0 O o o0 0 1 1 1 1 1 0 O
| KO | KO
o o0 0 0 1 1 1 1 0 O o o0 0 1 1 1 1 1 0 O
@) W (a)
o 0 0 0 1 0 1 1 0 O o o0 1 1 1 1 1 1 0 O
P 1 KD
o 0 0 0 0 o 1 1 0 O o 1 1 1 1 1 1 1 0 O
T T
o 0 0 1 0 o0 1 1 0 O o 1 1 1 1 1 1 1 0 O
T | K%

b) Recherchieren Sie, welche bekannte Turing-Maschine wir hier vor uns haben. Wird die
Maschine irgendwann terminieren?
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Diese Maschine ist ein bekannter busy beaver. Sie terminiert nach 47.176.870 Schritten,
mit einem Band, das 4098 Einsen enthélt. Die Maschine gilt als ein heifler Kandidat fiir
diejenige Turing-Maschine mit 5 Zustinden, die die meisten Einsen schreibt. Ein formaler
Beweis hierfiir existiert allerdings nicht.

Dass die Maschine, wie wir sie hier definiert haben, 6 Zustédnde hat, ist tibrigens kein Feh-
ler. Im offiziellen Busy-beaver-Wettbewerb diirfen die Maschinen eine Halte-Kommando
absetzen, so dass der Zustand gg, den wir lediglich als Sackgassenzustand fiir die Termi-
nierung benutzt haben, entfallen kann.
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Aufgabe 5.9

o
Webcode
5800

In Definition 5.7 haben wir vereinbart, dass eine Menge N genau dann aufzdhlbar ist, wenn
eine surjektive und berechenbare Funktion f : N — N existiert. Welche Konsequenzen
ergeben sich, wenn wir die Forderung nach der Surjektivitdt durch die Forderung nach der
Bijektivitit ersetzen?

Von der theoretischen Seite her hat dies keine Konsequenzen, da wir jeden Aufzihler so um-
programmieren konnen, dass er jedes Element nur einmal ausgibt. Hierzu konnte er wihrend
der Berechnung alle bisher erzeugten Ausgaben mitprotokollieren und die Ausgabe unter-
driicken, falls ein Element schon zuvor ausgegeben wurde. Dass in den meisten Biichern nur
die Surjektivitit gefordert wird, hat einen ganz praktischen Grund. Viele Aufzdhlungsalgo-
rithmen lassen sich dann viel einfacher formulieren, da wir nicht mehr darauf achten miissen,
jedes Element genau einmal auszugeben.
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In Abschnitt 5.3.2 haben Sie den Satz von Rice kennen gelernt. In einem Rundumschlag
macht er die Hoffnung zunichte, irgendeine nichttriviale Eigenschaft von Turing-Maschinen
algorithmisch zu entscheiden. Doch ist das wirklich so? Als Beispiel betrachten wir die
Eigenschaft einer Maschine, exakt 5 Zustinde zu besitzen. Mit einem Blick auf die In-
struktionstabelle konnen wir diese Eigenschaft fiir jede vorgelegte Maschine immer korrekt
entscheiden. Aber genau dies diirfte nach dem Satz von Rice nicht moglich sein, oder
vielleicht doch?

Es ist wichtig den Satz von Rice genau zu lesen: Er macht die Hoffnung zunichte, irgendeine
nichttriviale funktionale Eigenschaft von Turing-Maschinen algorithmisch zu entscheiden.
Eine funktionale Eigenschaften ist eine Eigenschaft der Funktion fr und keine Eigenschaft
von T selbst. fr ist die Funktion, die von T berechnet wird.

Die Eigenschaft, 5 Zustinde zu besitzen, ist keine funktionale Eigenschaft. Es ist einfach,
zwei Turing-Maschinen 77 und 75 zu konstruieren, die eine unterschiedliche Anzahl von Zu-
stinden besitzen und trotzdem die Beziehung f7, = f7, erfiillen.

Aufgabe 5.10
&
Webcode
5932
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Aufgabe 5.11 In dieser Aufgabe betrachten wir die Formel Inst(g;,S;,Sk,L,q;) aus Abschnitt 5.4.1. Mit

Tl ihr hat Turing in seiner Arbeit aus dem Jahr 1936 die Linksbewegung einer einseitig
Webcode beschrinkten Turing-Maschine beschrieben:
5193

Inst(g;,S;,Sk,L,q;) :=
Vi Vy V' Yy ((Rs;(t,y) Al(t,y) AKg (8) AF(E,t) AF(Y,y))

= (I(t,y") ARs, (t',y) A Kq, (t)
M

Az (F(y,2) v\ (Rs,(t,2) = Rs,(¥,2))))
i=0

In Abschnitt 5.1.1.1 haben wir festgelegt, wie sich eine solche Maschine verhilt, wenn der
Schreib-Lese-Kopf ganz links steht:

»Der Schreib-Lese-Kopf einer einseitig beschrinkten Turing-
Maschine kann sich nicht iiber das Bandende hinausbewegen.
Eine angeforderte Linksbewegung wird in diesem Fall ignoriert,
und der Schreib-Lese-Kopf verharrt in seiner Position.

Offenbar ist die verbale Beschreibung in der Formel ¢;(x,y) iiberhaupt nicht umgesetzt.

a) Ist der Turing’sche Beweis etwa unvollstindig?

Nein. Es ist namlich gar nicht notig, das Verhalten fiir den speziell geschilderten Fall zu
behandeln. Im Abschnitt iiber die einseitig beschrinkte Turing-Maschine wurde gezeigt,
dass sich eine Turing-Maschine so umbauen ldsst, dass sie niemals den Schreib-Lese-Kopf
iiber ein spezielles Marker-Symbol nach links hinausbewegt. Das bedeutet, dass wir davon
ausgehen konnen, dass der geschilderte Fall niemals eintritt. Deshalb brauchte ihn Turing
auch nicht in seine Formel explizit hineinzucodieren.

b) Wie schwierig wiire es, die verbale Beschreibung in die Formel ¢;(x,y) zu integrieren?
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Die folgende Formel erfiillt ihren Zweck:

Inst(q;,S;, Sk, L, q1) ==
ViVt ((Rs,(t,0) AI(t,0) A Kg, () AF(t,t)
— (I(t',0) ARs, (t',0) AKq, ()

M
AVz(F(0,2) V A (Rs;(t,z) = Rs,(t,2))))) A
i=0
Vi Vy V' vy ((Rs,(t,y) Al(ty) AKg (8) AF(EE) AF(Y,Y))

= (It,Y) ARs, (t',y) AKq ()
M

Az (F(y,2) v\ (Rs, (t,2) = Rs,(¥,2))))
i=0

Ein Problem bleibt noch bestehen. Die O steht uns nicht zur Verfiigung und muss eliminiert
werden. Dies gelingt, indem wir alle Vorkommen von 0 durch eine Variable n ersetzen und
fuir diese Fordern, dass sie fiir jene Zahl steht, die keinen Vorgianger hat. Wir erhalten dann
das folgende Ergebnis:

Inst(gi, S, Sk, L,q1) ==
In (Vz =F(z,n) A
ViVt ((Rs,(t,n) Al(t,n) AKg,(t) AF(t,t)

— (I(t',n) ARs, (t',n) AKq, (1)
M

Az (F(n,2) V A\ (Rs;(t,2) > R, (£,2))))) A
i=0

VEVy V' VY ((Rs;(ty) Al(ty) AKq () AF(EE) AF(Y, )

= (I(t',y") ARs, (t',y) ANKq, ()
M

Az (F(y,2) v A (Rs;(t,2) = Rs,(t',2)))))
i=0
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Aufgabe 5.12 In Abschnitt 5.4.2 haben wir herausgearbeitet, wie sich Turing-Maschinen arithmetisieren

Tl lassen. In diesem Zusammenhang haben wir die PA-Formel ¢;(x, y) eingefiihrt, die den Uber-
Webcode gang von einer Konfiguration x in eine Konfiguration y beschreibt. Fiir die Linksbewegung
5892 lautetet sie beispielsweise so:

@1(x,y) := Fhy Fhy Ing Iny(
L(x) = ni AK(x) = iA1(x) = hi ARpy (x) = J A
L(y) =n2 AK(y) =IAl(y) =ha A
(hy 20— (
ni=nyAh;i=hy+1ARp(y) =k
V(h<ny)(h#h; —3s(Ry(x)=s
(hy =0—(
ni+1=nyARo(y) = 0Ahy = ha AR:(y) =k A
V(h<np) (h#0—3s (Ru(x) =sARn1(y) =5)))))

Wir hitten den Beweis vereinfachen kénnen, indem wir ihn fiir einseitig beschréinkte Turing-
Maschinen fithren. Wie wiirde die Formel dann aussehen?

@i(x,y) == 3h1 Fha In (
L(x) =nAK(x)=iA
L(y) =nAK(y) =IAl(y) =
h1 #0 = hy =hy+1
hi=0—=h;y=hy A
V(h<n)(h#h; = 3s(Ra(x) =sARn(y) =5))))



73

Am Beispiel der diophantischen Gleichung Aufgabe 5.13
&

1+ +1) = (z+1)° Webcode

5970

haben wir in Abschnitt 5.4.3 argumentiert, dass es einen Unterschied darstellt, ob wir nach
Losungen in den ganzen Zahlen oder in den natiirlichen Zahlen suchen.

a) Zeigen Sie, dass die Gleichung in den ganzen Zahlen unendlich viele Losungen hat.

Man setze z.B. y = —1 und x = z.

b) Warum ist die Gleichung in den natiirlichen Zahlen unlosbar?

Die Unlosbarkeit ist eine direkte Folge aus dem Fermat’schen Satz.
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Aufgabe 5.14

&
Webcode
5100

In Abschnitt 5.4.3 haben wir erarbeitet, wie sich diophantische Gleichungen konjunktiv oder
disjunktiv zusammenfassen lassen.

a) Welche Relationen werden durch die folgenden beiden Gleichungen représentiert?

a+x+1-b=0V b+y+1—a=0

a+x+1-b=0V b+y+1—a=0
S a<bVb<a
S a#b

a+x—b=0ANb+y—a=0

a+x—b=0Ab+y—a=0
S a<bANb<a
S a=b

b) Formen Sie die Ausdriicke in gewohnliche diophantische Gleichungen um.

at+x+1-b=0Vb+y+1—a=0

< (a+x+1-b)-(b+y+1—a)=0

& ab+ay+a—a*+bx+xy+x—ax+b+y+1—a—b>—by—b+ab=0
& —a*4+2ab—b*+ay—ax+bx—by+xy+x+y+1=0

a+x—b=0Ab+y—a=0

@(a—l—x—b)z—&-(b-i-y—a)z 0

& ((a—b)+x)*+(y—(a—b))*=0

& (a—b)*+2x(a—b)+x*+y* —2y(a—b)+(a—b)* =0
& 2a—b)?+2x(a—b)+x2>+)* —2y(a—b) =0

& 2a% — 4ab+2b% + 2ax — 2bx+ x> +y* — 2ay — 2by = 0
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R und S seien zwei diophantisch reprisentierbare Relationen. Aufgabe 5.15
#y
a) Ist die Relation RU S diophantisch représentierbar? Web;gg:

Ja. Wird R durch r = 0 représentiert und S durch s = 0,

so wird RU S durch r = 0V g = 0 reprisentiert.

b) Ist die Relation RN S diophantisch représentierbar?

Ja. Wird R durch r = 0 reprisentiert und S durch s = 0,

so wird RN S durch r = 0 A ¢ = 0 représentiert.
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Aufgabe 5.16

aya)
Webcode
5999

In Abbildung 5.41 ist eine diophantische Gleichung mit 26 Unbekannten aufgefiihrt, die
genau dann eine Losung in den positiven natiirlichen Zahlen besitzt, wenn k 4 2 eine
Primzahl ist.

a) Kann diese Gleichung dazu verwendet werden, alle Primzahlen aufzuzihlen?

Ja. Setze nacheinander aller Kombinationen ein und rechne die Gleichung aus. Ist die
Kombination eine Losung, dann gebe die Zahl k + 2 aus.

b) Lisst sich die Menge aller Primzahlzwillinge ebenfalls diophantisch repréasentieren?

Ja. Durch
prime(x) Aprime(y) Ax+2—y =0
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Das nachstehende Registermaschinenprogramm stammt aus der mehrfach zitierten Arbeit
von Jones und Matijasevic¢ aus dem Jahr 1984 [101]:

Lo R+ Ry+1 Ry <+ R,—1 Ly if R, <Ry goto Ljg
Ly R+ Ry+1 Le¢ if0 <R goto Ls Ly Ri <R —1
L, if R3 =0 goto Ls L7 Rp < Ry+1 Ry+ Ry—1
L; Ry« R3—1 Ry <+ Ry—1 R3 <+ R3—1
Ly goto L, Lg if O < R4 goto Ly Lz ifO <Ry goto L
Ls Ry Lz+1 Ly if R3 < Ry goto Ls L4 stop
Ry< R4+ 1 Lo if Ry <R3 goto L;
a) Mit R; < R; wird eine Operation verwendet, die unser Registermaschinenmodell nicht von

Hause aus unterstiitzt. Zeigen Sie, dass sich die Operationen mit den nativen Sprachele-
menten nachbilden lassen.

Die Abfrage R; < R lisst sich simulieren, indem R; und R; zunichst in freie Register R;
und R’j kopiert werden. AnschlieBend werden beide schrittweise um 1 verringert. Erreicht
R:» zuerst den Wert 0, dann ist R; < R;.

Aufgabe 5.17
i Yim Vo)
Webcode
5156
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b) Fithren Sie das Programm fiir die Eingabe R; = 2 héndisch aus und erstellen Sie ein
Ablaufdiagramm, das dhnlich aussieht wie jenes aus Abbildung 5.17. Beachten Sie, dass
die Programmausfiihrung in Zeile Ly beginnt und nicht, wie bisher, in Zeile L;.

|| Zeile Befeni Ri Ry R; R4
1 Lo Ry <+ Rry+1 2 0 0 O
2 L1 R R+l 2 1 0 0
3 L, ifR3=0gotoLs 2 0 0
4 Ls Ry Ry+1
Ry <+ R4+ 1
Ry« Ry—1 2 2 0 0

Lg if 0 < R, goto Ls 2 1 1 1
Ls Ry +— R3+1
Ry <+ Rs+1

Ry+ R,—1 2 1 1 1

7 Lg if 0 < R, goto Ls 2 0 2 2
Ly Ry+ Ry+1

Ry < Ry —1 2 0 2 2

9 Lg if 0 < R4 goto L7 2 1 2

10 L7 R +—R+1

Ry < R4—1 2 1 2 1
11 Lg if 0 < R4 goto L7 2 2 2 0
12 Lo if R3 < Ry goto Ls 2 2 2 0
13 Ly iR <RsgotoL; 2 2 2 0
14 Ly if Ry <RygotoLiy 2 2 2 O
15 Ly R +<R -1

Ry <R, —1

R3;+ R;—1 2 2 2 0

16 L3 if 0 <Ry goto L 1 1 1 0
17 Li> Ri+ R —1

Ry <+ R, —1

R3 <+ R3—1 1 1 1 0
18 L3 if 0 < Ry goto Ly,

19 Lis  stop 0O 0 O
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c) Stellen Sie fiir diese Berechnungssequenz die Daten- und Kontrollflussmatrix auf. Wie

eine solche Matrix aussieht, wurde in Abbildung 5.43 gezeigt.

10
2
2

12 11
28 2
28 2
2 2
0 0

13
2
2
2
0

14

15

B 2

B 2

[ 1
0

16 15 14 13 12 11 10
o o o o o o0 o0

17
0

Ly

Ls
Le
Ly
Lg
Loy

Lo

Ly

Lip
L3
Ly

d) Wenn Sie die Registermaschine fiir verschiedene Eingabewerte starten, werden Sie fest-

stellen, dass sie in manchen Fillen hilt und in anderen fiir immer weiter rechnet. Versu-
chen Sie, einen Zusammenhang zwischen dem Eingabewert und der Terminierungseigen-

schaft herzustellen.

Das Programm terminiert genau dann, wenn die Eingabe in R; eine Primzahl ist.



80

1 Losungshinweise

Aufgabe 5.18
o Vaa)
Webcode
5548

In Abschnitt 5.4.3.2 haben wir gezeigt, wie sich Registermaschinen diophantisch codieren
lassen. Die von uns konstruierte Gleichung enthielt unter anderem den Teilausdruck

Li<I A ...NL<I (5.10)

Er stellt sicher, dass Ly, ..., L; ausschlieBlich aus den Ziffern O und 1 besteht. Dariiber hinaus
hatten wir tiber den Teilausdruck
I prm—

Li (5.11)

l
=1

L

erzwungen, dass in jeder Spalte der Kontrollflussmatrix hochstens eine 1 vorkommt. Auf
den ersten Blick scheinen wir (5.10) gar nicht zu bendétigen, da deren inhaltliche Aussage
augenscheinlich aus (5.11) folgt. Beweisen oder widerlegen Sie diese Vermutung.

Die Vermutung ist falsch!

Man setze [ :=2, Q:=4, Ly :=02p und L, := 03.

Fiir die gewihlten Werte von L und L, ist (5.10) falsch. Andererseits ist Lj + Ly = 11gp
und damit (5.11) wahr. Wir miissen also tatsdchlich beide Teilausdriicke in die diophantische
Gleichung aufnehmen.
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Mit r; (i > 0) bezeichnen wir die i-te Ziffer einer zufilligen Bindrsequenz. In welchen der
nachfolgend aufgelisteten Félle ist die Sequenz so, 51, 52, . .. zufdllig?

{1 falls i < 10
a) N

ri sonst
Zufillig
r; fallsi< 10
C) N
1 sonst
Nicht zufillig

{ri falls i gerade
C) §; =
1 sonst

Nicht zufillig

by ;= {l’r,- falls i gerade

r;  sonst
Zufillig
r; falls i eine Primzahl ist
d) S; =
1 sonst
Nicht zufillig

f r; falls i eine Quadratzahl ist
s; =
' 1  sonst

Nicht zufillig

Aufgabe 6.1
s

Webcode
6988
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Aufgabe 6.2 Benennen Sie, falls moglich, ein Beispiel fiir eine endlich lange Bindrsequenz, die
aya)
Webcode B Dberechenbar und komprimierbar ist: 1111111111, 1
6125
B berechenbar, aber nicht komprimierbar ist: jede beliebige Zufallssequenz
B unberechenbar, aber komprimierbar ist: nicht moglich
B unberechenbar und nicht komprimierbar ist: nicht moglich

Benennen Sie, falls moglich, ein Beispiel fiir eine unendlich lange Bindrsequenz, die

B berechenbar und komprimierbar ist: Kreiszahl &
B berechenbar, aber nicht komprimierbar ist: nicht moglich
B unberechenbar, aber komprimierbar ist: Haltesequenz H

B unberechenbar und nicht komprimierbar ist: Chaitin’sche Konstante Q
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In dieser Aufgabe wollen wir die inhaltliche Aussage von Satz 6.2 auf die Probe stellen. Aufgabe 6.3
Der Satz besagt, dass kein systematisches Verfahren existieren kann, das stets korrekt Ay a
entscheidet, ob eine vorgelegte Bindrsequenz s zufillig ist oder nicht. Das nachstehende Webcode
Programm scheint aber genau dies zu leisten: 6879
Eingabe: Wihle 0 € M Nein
Binédrsequenz s M=M\{0Q}
M = Menge aller
Programme, die >
signifikant kiirzer Quiput(Q) = s N
sind als s

Ja

Ausgabe: Ausgabe:
,,§ ist nicht zuféllig" ,, s ist zuféllig"

Der Algorithmus basiert auf der folgenden Uberlegung: Es existieren nur endlich viele Pro-
gramme, die kiirzer sind als die vorgelegte Bindrsequenz s. Wire diese Sequenz nicht zufillig,
so muss sie von einem dieser Programme ausgegeben werden. Wir miissen also lediglich iiber
die (endlich vielen) Programme iterieren, die signifikant kiirzer sind als s, und die produzierte
Ausgabe mit s vergleichen. Stimmen beide iiberein, so ist s keine Zufallssequenz. Wird s von
keinem dieser Programme ausgegeben, dann liegt eine zufillige Sequenz vor. Offensichtlich
steht das Ergebnis im Widerspruch zu Satz 6.2. Wo steckt der Fehler?

Der augenscheinliche Widerspruch lédsst sich schnell auflosen. Das Problem ist, dass wir die
Ausgabe des Programms Q nur dadurch bestimmen kénnen, dass wir Q ausfiihren. Da nicht
jedes Programm Q terminiert, wird unser Programm zwangsldufig in eine Endlosschleife
geraten.

Konnten wir vorab entscheiden, welche Programme terminieren und welche nicht, so wi-
re die algorithmische Komplexitit auf die skizzierte Weise tatsidchlich berechnenbar. Da-
mit haben wir einen wichtigen Zusammenhang aufgedeckt. Aus der Unberechenbarkeit von
Kk (s) folgt unmittelbar, dass wir die Terminierung von Turing-Maschinen nicht algorithmisch
entscheiden konnen. Die Uberlegung zeigt, wie stark die inhaltliche Aussage von Satz 6.2
wirklich ist. Aus ihm erhalten wir Turings beriihmter Satz iiber die Unentscheidbarkeit des
Halteproblems als Korollar.
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Aufgabe 6.4

o
Webcode
6788

In Kapitel 1 haben wir die Vermutung iiber die Existenz unendlich vieler Primzahlzwillinge
diskutiert. In Worten las sie sich wie folgt:

, Es existieren unendlich viele Zahlen n mit der Eigenschaft, dass n und n+ 2
Primzahlen sind. “

Wir nehmen in dieser Aufgabe an, die Haltewahrscheinlichkeit Q,, sei fiir beliebige Werte
von n bekannt. Auf Seite 354 haben wir dargelegt, wie sich mit diesem Wissen z.B. die
Goldbach’schen Vermutung beweisen oder widerlegen liee. Konnten wir mit der gleichen
Methode auch die Zwillingsvermutung entscheiden?

Fiir die Goldbach’sche Vermutung funktionierte die beschriebene Methode so:

B Es wird ein Programm geschrieben, das nach einem Gegenbeispiel sucht. Das Programm
terminiert, sobald ein Gegenbeispiel gefunden wurde. Gibt es keine Gegenbeispiele, so
lauft das Programm unendlich lange weiter.

B Wiirden wir die Haltewahrscheinlichkeiten €,, kennen, so lieB3e sich entscheiden, ob das
Programm hélt (Goldbach’sche Vermutung wire falsch) oder nicht hilt (Goldbach’sche
Vermutung wire wahr).

Die Methode lésst sich nicht eins zu eins auf die Zwillingsvermutung iibertragen, da wir nicht
auf die gleiche Weise ein Programm schreiben konnen, das nach einem Gegenbeispiel sucht.
Hierfiir verantwortlich ist die Tatsache, dass wir hier eine Existenzaussage vor uns haben (es
existieren unendlich viele...). Ein gefundenes Primzahlpaar nutzt nichts, um eine Aussage zu
treffen, genauso wenig wie ein Primzahlpaar, das kein Zwillingspaar ist.
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In Abschnitt 6.2 haben wir herausgearbeitet, dass die Bitfolge der Chaitin’schen Konstanten
zufillig ist. Ob an einer bestimmten Bitposition von Q eine 0 oder eine 1 vorkommt, ist
damit vollig unabhingig von den Bits an anderen Positionen. Konnen wir trotzdem eine
Aussage dariiber treffen, wie viele Einsen und Nullen in einem Anfangsstiick Q1 ...n] fiir
groBere Werte von n enthalten sein miissen?

Ja. Aus Satz 6.4 folgt unmittelbar, dass die Bitfolge der Chaitin’schen Konstanten genauso
viele Nullen wie Einsen enthalten muss.

Aufgabe 6.5
)
Webcode
6286
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Aufgabe 6.6 In den Untersuchungen zur algorithmischen Komplexitit haben wir vorausgesetzt, dass

# die zugrunde gelegten Godelisierungen prifixfrei sein miissen. Das bedeutet, dass die
Webcode Godelnummer eines Programms niemals mit der Godelnummer eines anderen Programms
6799 beginnt. Diese Aufgabe soll kldren, warum wir diese Voraussetzung benétigen.

Betrachten Sie hierzu die folgenden beiden Entscheidungsbdume:

- Terminierendes Nichtterminierendes :} Nicht die Godelnummer
Programm Programm eines Programms

B Begriinden Sie, warum die jeweils verwendeten Godelisierungen nicht prifixfrei sind.

Beispielsweise ist sowohl 00 als auch 000 die Godelnummer eines Programms. 000 be-
ginnt aber mit 00.

B Berechnen Sie fiir jeden Entscheidungsbaum die Haltewahrscheinlichkeit Q3.

® Links:
Von den Sequenzen 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 beginnen 7 mit der Godel-
nummer eines terminierenden Programms (000, 001, 010, 011, 101, 110, 111).
Ergebnis: Q3 =7/8

® Rechts:

Von den Sequenzen 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111 beginnen 8 mit der Godel-
nummer eines terminierenden Programms (000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111).

Ergebnis: Q3 =8/8 =1
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B Wiederholen Sie die Berechnung mit der nachstehenden Formel, die wir in Abschnitt 6.2
hergeleitet haben. Was stellen Sie fest?

1

Q=Y 57
P hiilt,
Pl<n

Links: Q3 =+ +5+3=1
Rechts: Q3=+ 14+ 1+1=11

Beobachtung:

1. Obwohl links und rechts gleich viele terminierende Programme existieren, ergibt
die Formel ein anderes Ergebnis. Wir konnen aus ,, daher nicht mehr zuriickrechnen,
wie viele terminierende Programme tatsdchlich existieren.

2. Der Wert von Q, kann sogar grofler als 1 werden. Offensichtlich ist Q, gar keine
Wahrscheinlichkeit mehr.

Fazit: Die Prifixfreiheit ist essenziell. Setzen wir sie nicht voraus, so machen die herge-
leiteten Formeln fiir ,, und fiir Q keinen Sinn.
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Aufgabe 7.1 In dieser Ubungsaufgabe wollen wir die Pridikatenlogik erster Stufe verwenden, um gerich-

aeal tete Graphen zu beschreiben. Hierzu fassen wir die Individuenmenge U einer Interpretation
Webcode (U,I) als die Knotenmenge eines Graphen auf und legen iiber das zweistellige Pridikatzei-
7731 chen E fest, ob zwischen zwei Knoten x und y eine Kante verlduft. Das folgende Beispiel

verdeutlicht den Zusammenhang zwischen Interpretationen und Graphen:

m Interpretation (U,[) ®m Graph G
U :={a,b,c,d} a
1(E) := {(a,b),
(b,a),
(b,c), b d
(c,b),
(d7a)’
(d,c)} c

Ferner sei die folgende Liste von priddikatenlogischen Formeln erster Stufe gegeben:

:= —E(a,b)
_\321 (E(a,zl)/\E(zl,b))
—dzy dzo (E(a,zl) A\ E(Z]_,Z2) A\ E(Zz,b))

1
»
%]

a und b sind Konstantensymbole.

a) Welche intuitive Bedeutung besitzt die Formel ¢,,?

Von a nach b existiert kein Pfad der Linge n.

b) Die Eigenschaft, ein zusammenhingender Graph zu sein, ist nicht innerhalb der Préidika-
tenlogik erster Stufe definierbar. Beweisen Sie diese Behauptung, indem Sie zeigen, dass
keine PL1-Formel ¢ mit der folgenden Eigenschaft existiert:

(U,I) = ¢ < (U,I) beschreibt einen zusammenhéngenden Graphen
Hinweis: Ein Graph heifit zusammenhingend, wenn fiir zwei beliebig gewiéhlte Knoten x

und y stets ein Pfad von x nach y existiert. Ein Pfad von x nach y ist eine endliche Folge
von Kanten, die x und y in der gewiinschten Richtung miteinander verbinden.
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Wir nehmen an, die Formel ¢ wiirde existieren und betrachten die Menge

M = {(P>(Pla(P27--~}

Jede endliche Teilmenge von M ist erfiillbar, schlieflich konnen wir einen Graphen konstru-
ieren, der aus n + 2 Knoten besteht und die Knoten a und b nur iiber einen Weg der Linge
n+ 1 miteinander verbindet. Hierin ist n der grofte Index, der in den Formeln ¢, vorkommt.

Nach dem Kompaktheitssatz miisste dann auch M erfiillbar sein, was nicht sein kann. Es
miisste gleichzeitig einen Graphen geben, der zusammenhingend ist, aber zwischen zwei
beliebigen Knoten weder ein Pfad der Liange 1, noch ein Pfad der Linge 2, noch ein Pfad der
Liange 3, usw. existiert.
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Aufgabe 7.2

Py
Webcode
7145

K sei ein formales System, in dem sich arithmetische Aussagen ableiten lassen. Wir nehmen
an, K erfiillt die folgende Eigenschaft:

Fo = e
B Theoremevon Ksindz.B.14+1=3, IxVyx>y, -Jyl4+y=2,...
B Keine Theoreme von K sind z.B. 1+1 =2, Vx3dyx<y, dyl+y=2,...

K ist der perfekte Liigner, da genau diejenigen arithmetischen Formeln aus den Axiomen
abgeleitet werden konnen, die im Standardmodell der Peano-Arithmetik falsch sind.

a) Lassen sich die Symbole ,s‘, ,=*, ,4+‘ und ,x‘ so uminterpretieren, dass K ein Modell
besitzt?

Ja. Der Kalkiil ist widerspruchsfrei (es gibt keine Formel, fiir die sowohl ¢ als auch —¢
ableitbar ist, da eine dieser beiden Formeln wahr sein muss). Aus dem Modellexistenzsatz
folgt, dass K ein Modell besitzt.

b) Kann ein formales System mit der postulierten Eigenschaft iiberhaupt existieren?
Nein. K kann nicht existieren. Wir kénnten K zu einem K’ umbauen mit
KFo < K'--¢

K’ wiire dann ein vollstindiger und korrekter Kalkiil fiir die Peano-Arithmetik, der nach
dem Godel’schen Unvollstindigkeitssatz nicht existieren kann.
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Sei ¢ eine Formel der Priadikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit. Sind die folgenden Aus-
sagen richtig oder falsch? Begriinden Sie Ihre Antworten.

a)

b)

¢

Hat ¢ ein endliches Modell, dann hat ¢ auch ein unendliches Modell.

Die Aussage ist falsch. Beispielsweise ist die Formel
IxVy (x=y)
genau dann wahr, wenn der Individuenbereich ein einziges Element umfasst.

Hat ¢ ein unendliches Modell, dann hat ¢ auch ein endliches Modell.

Die Aussage ist falsch. Beispielsweise ist die Formel
VxVyVz (P(x,y) AP(y,z) = P(x,2)) AVx (=P (x,x) Ady P(x,y))

genau dann wahr, wenn P als transitive Relation interpretiert wird, in der jedes Element
zu einem anderen in Relation steht, aber niemals zu sich selbst. Dies ist aber nur moglich,
wenn der Individuenbereich unendlich ist. ¢ hat also ein unendliches, aber kein endliches
Modell. Beachten Sie, dass wir in der konstruierten Formel das Gleichheitszeichen gar
nicht benotigt haben. Das gleiche Argument gilt also auch in der Priddikatenlogik ohne
Gleichheit.

Lassen sich a) oder b) mithilfe des Satzes von Lowenheim-Skolem-Tarski beantworten?

Fiir Teil a): Nein. Die Voraussetzung des Satzes von Lowenheim-Skolem-Tarski, dass ein
unendliches Modell existiert, ist nicht erfiillt.

Fiir Teil b) Nein. Der Satz von Léwenheim-Skolem-Tarski besagt, dass Modelle beliebiger
transfiniter Kardinalitit existieren. Er sagt aber nichts iiber endliche Modelle aus.

Aufgabe 7.3
ity
Webcode
7878
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Aufgabe 7.4

Py
Webcode
7000

Der Satz von Euklid besagt, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Hieraus folgt, dass
keine natiirliche Zahl x existieren kann, die von jeder Primzahl geteilt wird. Innerhalb der
Peano-Arithmetik konnen wir den Sachverhalt folgendermaBen ausdriicken:

@ = —3IxVy (prime(y) =y | x)

Ganz offensichtlich ist die Formel ¢ im Standardmodell der Peano-Arithmetik eine wahre
Aussage. Wie tiblich nehmen wir an, die Peano-Arithmetik sei frei von Widerspriichen.

B Zeigen Sie, dass @ nicht innerhalb der Peano-Arithmetik bewiesen werden kann.

Die Formel ist unbeweisbar, da PA ein Nichtstandardmodell besitzt, in dem ¢ eine falsche
Aussage ist. Wir folgern die Existenz dieses Modells aus dem Kompaktheitssatz. Es sei

@y = dJzzxy=c
Die Formel driickt aus, dass y ein Teiler von c ist. Jetzt betrachten wir die Menge
{®, | p ist eine Primzahl}

Jede endliche Teilmenge hat ein Modell. Die Konstante ¢ wird einfach mit dem Produkt
aller in der Teilmenge vorkommenden Primzahlen belegt. Daraus folgt, dass auch die
Menge selbst ein Modell hat. In diesem Modell wird die Konstante ¢ mit einem Element
belegt, dass von allen Primzahlen geteilt wird.

B Ist die Unbeweisbarkeit von ¢ eine Folge des Godel’schen Unvollstdndigkeitssatzes?

Nein. Die Unbeweisbarkeit rithrt einzig und alleine daher, dass die Formel ¢ nicht in al-
len Modellen wahr ist, in denen die PA-Axiome wahr sind. Die Ursache geht also auf die
Eigenschaft von PA zuriick, nicht kategorisch zu sein. Dies hat mit dem Godel’schen Un-
vollstindigkeitssatz aber gar nichts zu tun. Dieser gilt z.B. auch in kategorischen Theorien
wie z. B. die Peano-Arithmetik, formuliert als Theorie zweiter Stufe.



93

In der von uns gewihlten Formulierung gilt der Modellexistenzsatz auch fiir die Pridikaten-
logik mit Gleichheit. Beschrinken wir uns auf die PL1 ohne Gleichheit, so konnen wir ihn
sogar geringfiigig verschérfen:

f Rg Satz 7.1 (Modellexistenz der PL1 ohne Gleichheit)

Sei K eine Theorie erster Ordnung. Dann gilt:

B K hat ein abzdhlbares Modell < K ist widerspruchsfrei

Der Unterschied ist unscheinbar, aber dennoch bemerkenswert: In der Pradikatenlogik ohne
Gleichheit konnen wir aus der Widerspruchsfreiheit nicht nur die Existenz eines Modells,
sondern die Existenz eines abzdhlbaren Modells folgern.

a) Welche Konsequenzen ergeben sich hieraus fiir den Satz von Lowenheim-Skolem-Tarski?

Auch dieser Satz kann dann verstiarkt werden. Jede Formel, die ein Modell besitzt, hat
dann automatisch ein unendliches. Der Satz lautet dann wie folgt:

//rRJ Satz 7.2 (Satz von Léwenheim-Skolem-Tarski flr die PL1 ohne Gleichheit)

Sei M eine Menge von Formeln der PL1 ohne Gleichheit und k eine beliebige transfinite
Kardinalzahl. Dann gilt:

B ¢ hat ein Modell = ¢ hat ein Modell mit |U| = k

b) Zeigen Sie, dass die vorgenommene Verallgemeinerung nicht fiir die Pradikatenlogik mit
Gleichheit gilt.

Die Formel
IxVyx=y

ist genau unter jenen Interpretationen wahr, die einen einelementigen Individuenbereich
aufweisen. Die Formel hat also ein Modell, aber kein abzdhlbares.

Aufgabe 7.5
&
Webcode
7304
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Aufgabe 7.6 SeiM := {NCN|1eN}
&ty
Webcode

7837 a) Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Welche sind falsch?

‘Wahr Falsch

O

B M ist ein Filter.
B M ist ein maximaler Filter.

B M ist ein Ultrafilter.

O
O
v

(O < ] <

B M ist ein freier Ultrafilter.

b) Sei F ein Ultrafilter. Was lisst sich iiber seine Elemente aussagen, wenn wir wissen, dass
die Menge {1} in ihm enthalten ist?

F ist ein Filter, also gehoren auch alle Obermengen zu F':
{NCN|leN}CF

Gehoren noch zusitzliche Mengen dazu? Die Antwort ist Nein! Wir nehmen an, es gibe
eine solche Menge und nennen sie M. Offensichtlich kann M die Zahl 1 nicht enthalten.
Dann wiire aber die Komplementmenge M bereits in F. Da eine Menge nicht zusammen
mit ihrem Komplement in einem Filter enthalten sein darf, kann M nicht dazugehoren.
Somit ist

F ={NCN|1eN}
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In dieser Aufgabe sind E| und E, zwei Enumeratoren mit Aufgabe 7.7
sy s

El = {578a9718719725733} Webcode

E> = {8,12,19,23,24,25,31,32,39,49,60} 7481

a) Erzeugen Sie jeweils eine Matrixdarstellung von E; und von Ej:

0 1 2 3 4 5 X 0 1 2 3 4 5 X

0] O 1 3 6 10 | 15| ... 0] O 1 3 6 10 | 15
1| 2 4 7 11116221 ... 1] 2 4 7 11|16 | 22
21 5 8 12 117 [ 23 130 ] ... 21 5 8 12 | 17 | 23 | 30
31 9 13118 | 24 | 31 |39 | ... 31 9 13| 18 | 24 | 31 | 39
41 14 [ 19 | 25 | 32 (40 | 49 | ... 41 14 [ 19 | 25 | 32 | 40 | 49
502026 1] 33|41 | 50 | 60 512026 ] 33|41 | 50 | 60
y -+t t+ 1t 1 y ++t+ +t+ t+ 1t 1
—~ —~ ~ S S — —~ —~ —~ —~

) < ) < < < ) )

IS IS T < T S FE S U NI

— — e — — — — e

— —

b) Fiir welche der folgenden Mengen ist E| bzw. E> ein Enumerator?

My = {0,{2,3},{2,4}} M = {{2,3},{2,4}}
My = {0,{2,3},{2,4},{3,4},{3,4,5}} My == {{2,3}.{2,4},{3,4},{3,4,5}}

E, ist ein Enumerator fiir M; und Ms.

E ist ein Enumerator fiir M, M, M3 und Mj.
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Aufgabe 7.8 In Abschnitt 7.3 haben wir explizit festgelegt, dass ein Enumerator einer Menge M auch ein
Falala Enumerator fiir alle Teilmengen von M ist.

Webcode
7988 Nehmen Sie fiir den Moment an, wir hitten auf die Teilmengenregel verzichtet. Dann wire

eine Menge E € P(N) genau dann ein Enumerator fiir eine Menge M C P(N), wenn M exakt
diejenigen Mengen enthilt, die in der Matrixdarstellung von E vorkommen. Die Menge

E =1{0,4,12,24,40,60}
wire also ausschlieBlich ein Enumerator fiir die Menge

M = {{0}, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}}

215 8 [ 12| 17| 23 | 30

319 |13 ] 18] 24 | 311 39

Auf den ersten Blick scheint diese Definition unsere intuitive Vorstellung eines Enumerators
besser zu erfassen als die urspriingliche, und dennoch haben wir sie bewusst nicht verwendet.
Welche Griinde konnte es hierfiir geben?

Die leere Menge wire dann ein Problem. Wir haben keine einfache Moglichkeit, in der Ma-
trixdarstellung zwischen der leeren Menge (alle Eintrige einer Spalte wiren frei) und einer
leergelassenen Spalte (alle Eintrige der Spalte wiren dann ebenfalls frei) zu unterscheiden.
Damit haben wir keine Moglichkeit, einem Enumerator anzusehen, ob dieser eine Menge be-
schreibt, die die leere Menge enthilt oder nicht. Durch die Teilmengenregel haben wir dieses
Problem elegant umgangen.
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a) Bildet das Tripel (P(0),N,U) eine boolesche Algebra? Aufgabe 7.9
aYaloa)

Ja, es ist die kleinstm&gliche boolesche Algebra, die iiberhaupt existiert. Sie hat genau ein Webcode
Element. 7111

b) Zeigen Sie, dass keine boolesche Algebra (V, A, V) mit |V| > 2 existiert, die eine endliche
Grundmenge V mit einer ungeraden Anzahl an Elementen besitzt.

Zunichst leiten wir zwei wichtige Zwischenergebnisse her:

(1) Ist |[V] > 2, so ist immer 1 # 0.
Beweis: Angenommen, es sei 1 = 0. Ist |[V| > 2, so existiert ein x mit x # 0. Fiir dieses
x giltx =xA1=xA0=0. Widerspruch! O
(2) Ist |V| > 2, so ist immer —ux # x.
Beweis. Aus —x = x folgt x =xVx=xV —x = 1 und gleichzeitigx =xAx=xA—-x=0.
Es wiire also 1 = 0. Widerspruch. [

Jetzt definieren wir auf V die Relation ’~’ mit
x~y & y=xodery=—x

Es ist leicht nachzupriifen, dass *~’ eine Aquivalenzrelation ist ("~ ist reflexiv, symme-
trisch und transitiv). Das bedeutet, dass '~ die Menge V partitioniert. Konkret fasst *~’
jedes x € V mit seinem inversen Element zu einer Aquivalenzklasse zusammen:

b = o, o}

Ist [V| > 2, so enthilt jede Aquivalenzklasse wegen (2) genau 2 Elemente. Das bedeutet,
dass die Anzahl der Aquivalenzklassen, multipliziert mit 2, genau die Anzahl der Elemen-
te von V ergibt. Fiir |V| > 2 ist |V| also stets eine gerade Zahl.
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Aufgabe 7.10
o Vaa)
Webcode
7573

Die nachfolgende Liste enthilt eine Reihe von GesetzmiBigkeiten, die in jeder booleschen
Algebra gelten miissen. Zeigen Sie, dass sich alle Gesetze aus den vier Huntington’schen
Axiomen ableiten lassen.

B Assoziativgesetze B Idempotenzgesetze B Absorptionsgesetze
V(yVz)=(xVy)Vz xVx=x XV (xAy) =
xA(yAZ)=(xAy)Az XAxX=x AxVy)=x
B Gesetze von De Morgan B Eliminationsgesetze B Doppelnegationsgesetz

= = IRRE|
—(xVy)=-wA-y xVvi1l=1 ) =x
—(xAy)=-wV-y xAN0=0

Herleitung von xVx = x

xVx
=(xVx)Al
= (xVx)A(xV-w)
=xV (xA-x)
=xVO0

=X

Herleitung von xV 1 =1

xV1
=@xVI)Al
=xVI)A(xV-x)
=xV (L A—x)
=xV-—x
=1
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(xVy)Vz

Herleitung von xV (x Ay) =x
Herleitung von xV (yVz)

~
<
=
= =L =
= w > 2
> =
. < e mIEF
= S®R == o< T ®
r S N I N VxVV_|
< > < < > F o> Pl 22 <
7 _\VZZVVAWVA\)VVV
> AXVVX\V.A/XY\VMXXXX)
=, ~Z 5 mE > < 7=
T ST o< LT <y <TS
~ITw>2ZT 2R FE>wr2lrus
>>S>5>>>>>>>>>>> >
S~ ARV IETCFTR R R R R R RRRR®R R
<<=z Z>S S S S S S S << << <<
D»\@@”\WJ/\WJ/Z SR R R S e S S A e
—~ v ne > W > > > > > > > > > > > v
NS s > AVV ))))))))))) VVV
Vyy/w,\/m\x/w\/m\yyyyyyyyyyy\v),\vl,\/
> > > > < R R R R R R B &r ® =& x >
> =o— Y 22l a7
L iR ARARORSSDS S DS TR

—X

X

Herleitung von ——x
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=-wAl

= A (x V)

= (= Ax)V (mx A )
= (=—wAx)VO

(m=x Ax) V (x A —x)

(7 xAx)V (—xAx)

(=

(

1

-V ox) Ax

—xV X)) Ax
AXx

X

Herleitung von —(xVy) = —x A -y

—(xVy)
(xVy)VvO0)
(

(xVy)Vv
(xVvy)Vv

(

(

(IAT)A

(

(xVyV-x)A
(v =x) Vy) A
(TVy) A
1A

(mx A =y) A=(—x A )
(xVy)Va(—xA-y)))
VYV A((xVY)V=(=x A=)
(VG V))A((x V)V =(mx A=)
VD) A((xVy)Vo(=xA-y))
(xVy)V=(xA-y))

(mx A=) A

IA((xVy)V=(=xA-y)))

( (ﬂx/\ﬁy)v —xA=y)) A

((eVy) V(= A=)

(
(=xA=y) A (xVy)))

(X A=y AX)V (mx A=y AY)))
(xAxX) A=)V (mx A (Y AY))))
(

)V (~xA0)))

Q/\A/\/\/\

Die Herleitung der jeweils komplementédren Regel funktioniert analog.
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Auf Seite 403 haben wir mit der Relation ,<* eine Ordnung auf den Elementen einer boole-

schen Algebra eingefiihrt. Zeigen Sie die folgenden Aquivalenzen:

a<b & avb=b & a—b=1
Die Beziehung a < b bedeutet: a Ab = a.

1. Wir zeigen: aAb=a=aVb=»b

aNb=a=aVb=(aND)Vb
=b

2. Wir zeigen:aVb=b=a—b=1

aVb=b=a—b=—-aVb
=-aV(aVD)
(maVa)Vb
=1

3. Wirzeigenia —+b=1=aAb=a

a—b=1=aNb=(aN—-a)V (a\D)
=aA(—aVDb)
=aA(a—D)
=aAll

=d

Aufgabe 7.11
s

Webcode
7287
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1 Losungshinweise

Aufgabe 7.12

Py
Webcode
7212

In Abschnitt 7.5 haben wir das Grundmodell M mithilfe der
Forcing-Technik zu einem Modell M[G] erweitert, das eine Bi-
jektion zwischen R und X, enthilt. Wenden wir die Forcing-
Maschinerie ein zweites Mal an, und zwar auf das Modell M[G],
so konnen wir daraus ein weiteres Modell erzeugen, in dem z. B.
eine Bijektion zwischen R und X3 besteht. Dann giibe es in die-
sem Modell auch eine Bijektion zwischen X, und X3, was nicht
sein kann.

Was haben wir in dieser Argumentation iibersehen?

Es wurde iibersehen, dass sowohl das Konzept der Potenzmenge als auch das Konzept der
Kardinalzahl ein relatives ist. Das bedeutet, dass diejenigen Mengen, die die Rolle der re-
ellen Zahlen oder die Rolle der Kardinalzahlen X, oder X3 iibernechmen, von Modell zu
Modell variieren. Folgerichtig ist die Menge, die in M [G] eine Bijektion zwischen R und X,
herstellt, auch in dem dritten Modell, wir nennen es M[GG] noch vorhanden, sie ist dort aber
lediglich eine Bijektion zwischen Mengen, die dort eben nicht mehr zwangsldufig die reel-
len Zahlen oder die Kardinalzahl X, reprisentieren. Wir haben also lediglich den folgenden
Zusammenhang:

MGG = (%319 =[x 19 (7.12)
Der im Aufgabentext suggerierte Widerspruch bedeutet symbolisch
M[GG M[GG
MIGG) = %37 = w571,
was etwas anderes ist als (7.12).

Zusammengefasst gilt: Im Aufgabentext wurde das Absolutheitsprinzip fiir Mengen unter-
stellt, deren Bedeutung relativ ist.
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Wir wollen das Modelltheorem 7.13 auf die die Halbordnung (P, D) anwenden, mit:
P:={f: XM = RM| f € M und dom(f) ist in M hichstens abziihlbar}

In Worten ausgedriickt umfasst P alle in M enthaltenen partiellen Funktionen, die auf einer
in M abzéhlbaren Teilmenge von N{V‘ definiert sind und jedem Element des Definitions-
bereichs eine Menge zuordnen, die in M zu den reellen Zahlen gehort. Geordnet sind die
Elemente aus P durch die Obermengenbeziehung.

Wir definieren die folgenden Mengen:

Dg:={peP|acdom(p)} (7.13)
Dy:={peP|xcran(p)} (7.14)

In Worten ausgedriickt enthilt die Menge Dy, alle Funktionen aus P, die an der Stelle @ € X {Vl
definiert sind, und die Menge D, alle Funktionen aus P, die mindestens ein Element auf die
reelle Zahl x € R™M abbilden.

a) Zeigen Sie, dass die beiden Mengen fiir alle & € N{V‘ und alle x € R™ dicht in P sind.

1. Wir zeigen: Fiir jedes g € P existiert ein p € Dy mit p < g.
Ist o € dom(g), so setzen wir p := ¢ und sind fertig. Ist o & dom(gq), so setzen wir
p=qgU{(a,0)}. Dann gilt p € Dy und p < g, was zu zeigen war.

2. Wir zeigen: Fiir jedes ¢ € P existiert ein p € D, mit p < gq.
Ist x € ran(g), so setzen wir p := ¢ und sind fertig. Ist x € ran(g), so wihlen wir ein
a € XM mit o € dom(g) und setzen p := g U (,x). Dann gilt p € D, und p < g,
was zu zeigen war. Dass ein solches o immer existiert, folgt aus der Eigenschaft von
P, nur Funktionen zu enthalten, deren Definitionsbereich in M hdchstens abzihlbar
ist. Der Definitionsbereich solcher Funktionen kann die Menge N{M nicht vollstindig
iiberdecken.

b) Es sei G ein generischer Filter von P. Zeigen Sie, dass die Menge |JG eine totale und
surjektive Funktion von N{VI nach R™M ist.

1. Wir zeigen: f ist eine partielle Funktion von N{Vl nach R.

Wir miissen zeigen, dass die Elemente in G paarweise kompatible Funktionen sind,
d.h., dass zwei beliebige Funktionen p,q € G stets zu einer gemeinsamen Funktion
erweitert werden konnen. Eine solche Erweiterung ist genau dann méglich, wenn p und
q jedem «, das im Schnitt ihrer Definitionsbereiche liegt, den gleichen Funktionswert
zuordnen.

Die Kompatibilitit von p, g ergibt sich aus der Filtereigenschaft von G. Aus p,g € G
folgt, dass ein Element r in G enthalten ist mit » < p und r < ¢. Das Element r kann
aber nur dann in P enthalten sein, wenn es eine Funktion ist, und das bedeutet, dass
die Funktionswerte von p und ¢ im Schnitt ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen
miissen.

Aufgabe 7.13
i Yim Vo)
Webcode
7226
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1 Losungshinweise

)

2. Wir zeigen: f ist total und surjektiv.
Beide Eigenschaften von f folgen aus der Eigenschaft von G, generisch zu sein. Diese
Eigenschaft bedeutet, dass G alle dichten Teilmengen schneidet und damit insbeson-
dere auch die Mengen D, und D,, und zwar fiir alle @ € N{Vl und alle x € R. Hieraus
ergibt sich zum einen, dass die Funktion f iiberall definiert sein muss (Totalitét), und
zum anderen, dass ihr Bildbereich die reellen Zahlen vollstdndig iiberdeckt (Surjekti-
vitit).

Das Ergebnis der vorherigen Teilaufgabe bedeutet: M[G] = [R™| < |X{"|. Folgt daraus,
dass die Kontinuumshypothese in M [G] wahr ist?

Die Kontinuumshypothese ist in M|[G] tatsdchlich wahr, allerdings konnen wir dieses
Ergebnis nicht direkt aus Teilaufgabe b) ableiten. Der Sinn dieser Aufgabe ist, genau dies
zu sehen.

Der in Teil b) erarbeitete Zusammenhang
MG = [RM| <’ (7.15)

ist namlich nicht das, was wir benotigen. Es wird eine Aussage iiber die Mengen R™M
und N{Vl gemacht, also iiber jene Mengen, die in M die Rolle der reellen Zahlen bzw.
die Rolle der Kardinalzahl X; iibernehmen. Wir konnen uns aber nicht darauf verlassen,
dass diese Mengen in M |G| dieselben sind. Was wir benétigen, ist eine Aussage iiber die

Mengen RMIC) und Nf\/l[c] und nicht iiber die Mengen R und X7,
Um den letzten Beweisschritt zu vollziehen, ist eine Eigenschaft von (P, <) notwendig, die

als o-Abgeschlossenheit bezeichnet wird und auflerhalb dessen liegt, was wir in diesem
Buch besprechen konnen.
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Sei (B, U,I) ein boolesches Modell einer Theorie 7. Ferner sei ¢ ein Theorem von 7. Aufgabe 7.14
#y
Webcode

a) Ergénzen Sie die nachstehenden Gleichungen und begriinden Sie Thre Angaben. 7954

leleon = 1 [-oleun = 0

Ist (B,U,I) ein boolesches Modell einer Theorie 7, so sind per Definition alle Theo-
reme wabhr, d.h., es ist [@]p ) = 1. Das inverse Element von 1 ist O und somit ist
[-¢l®un =0.

b) Angenommen, die Theorie T sei negationsvollstindig und y eine beliebige Formel in der
Sprache von 7. Was konnen Sie iiber den Wert [y/] (B,U,7) Aussagen?

Es gilt entweder [y] gy = 1 oder [y]py ) = 0. Die anderen Werte der booleschen
Algebra konnen dann niemals vorkommen.



